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O crescente interesse na investigac¸a˜o de fluidos viscoela´sticos e a natureza impre-
vis´ıvel e pouco conhecida destes escoamentos bem como a falta de investigac¸a˜o
para a configurac¸a˜o geome´trica adotada sa˜o algumas das motivac¸o˜es para o de-
senvolvimento deste estudo nume´rico. Foram investigados escoamentos numa bi-
furcac¸a˜o cross-slot, com uma configurac¸a˜o de caudais de entrada adjacentes na˜o-
convencional, recorrendo ao software OpenFOAM e fazendo uso do solver rhe-
oFoam desenvolvido por Pimenta e Alves [1], aplicando os modelos constitutivos
UCM, Oldroyd-B e sPTT.
Inicialmente procedeu-se a` validac¸a˜o do me´todo nume´rico e foi estimada a in-
certeza associada a` malha escolhida. Na discretizac¸a˜o da equac¸a˜o da quantidade de
movimento foi descartado o termo da ine´rcia, pelo que todos os feno´menos observa-
dos sa˜o de natureza puramente ela´stica e viscosa.
Foi verificado, para este caso de estudo, que o aumento na elasticidade do es-
coamento causa o aparecimento de certos feno´menos como recirculac¸o˜es e zonas de
elevadas tenso˜es de corte, bem como regio˜es de escoamento de natureza extensional.
Na˜o foi detetado nenhum caso de regime assime´trico estaciona´rio, pelo que a u´nica
instabilidade reportada e´ a transic¸a˜o para escoamento na˜o-estaciona´rio, que ocorre
para valores mais elevados do nu´mero de Weissenberg. Concluiu-se tambe´m que
a adic¸a˜o de um solvente viscoso (β 6= 0), atrave´s do modelo Oldroyd-B, estabiliza
o escoamento (a transic¸a˜o ocorre a nu´meros de Weissenberg mais elevados), assim
como acontece no modelo sPTT, ao limitar a extensa˜o das mole´culas (ε 6= 0). Tanto
o aumento de β como de ε provocam um aumento do valor cr´ıtico de Wi de transic¸a˜o
para regime na˜o-estaciona´rio.
Foi tambe´m efetuado um estudo do escoamento em regime na˜o-estaciona´rio e
observou-se que para valores de elasticidade pro´ximos do cr´ıtico as oscilac¸o˜es sa˜o
harmo´nicas com frequeˆncias bem definidas. Verificou-se tambe´m que o aumento da
elasticidade intensifica as oscilac¸o˜es ate´ que o escoamento se torna cao´tico, libertando
quase periodicamente enormes quantidades de energia.
vi
Abstract
The growing interest on viscoelastic fluid flows and their unexpected behaviour un-
der strong elastic forces were part of the motivation for the development of this
numerical investigation. In this thesis the flow of viscoelastic fluids was investigated
in a cross-slot micro-geometry, with an unconventional adjacent inlet configuration.
The simulations were carried out in the open-source OpenFOAM software using the
solver rheoFoam developed by Pimenta and Alves [1] for the UCM, Oldroyd-B and
sPTT constitutive models.
First we validated the numerical method and also estimated the uncertainty of
the calculations associated with the chosen mesh. The velocity divergent term in
the momentum equation was neglected therefore only viscoelastic creeping flow is
considered.
It was seen that the increase in flow elasticity causes such phenomena as flow
recirculation and localized high shear stresses to appear, as well as flow regions of
high compressive nature. No steady asymmetric flow pattern state was observed,
meaning that the only occurring instability was the transition to unsteady flow that
occurs at high Weissenberg number flows. Adding a Newtonian solvent (β 6= 0),
using the Oldroyd-B fluid model, stabilizes the flow, very much as with the ex-
tensibility parameter (ε 6= 0) for the sPTT model. This means that both β and ε
increase the value of the critical Weissenberg number for transition to unsteady flow.
The unsteady flow regime was also analysed and it was found that flows with Wi
close to the critical value show harmonic oscillations with well defined frequencies.
The increase in elasticity intensifies the oscillations until the point where the flow
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
1.1 Enquadramento do tema e sua motivac¸a˜o
Com a ra´pida expansa˜o e desenvolvimento, nas u´ltimas de´cadas, de indu´strias como
a alimentar, a do petro´leo, a farmaceˆutica, a dos pol´ımeros, e outras que lidam
diariamente com, ou produzem, va´rios fluidos na˜o-newtonianos nos seus processos
produtivos, surgiu tambe´m um grande interesse em compreender os comportamen-
tos destes fluidos, de forma a poder otimizar estes processos.
No grupo dos fluidos na˜o-newtonianos esta˜o identificados os viscoela´sticos (por
exemplo, soluc¸o˜es de pol´ımeros ou pol´ımeros fundidos) que sa˜o o alvo de estudo
desta tese. Estes podem apresentar comportamentos do tipo l´ıquido (viscoso) ou
so´lido (ela´stico), dependendo da durac¸a˜o dos esforc¸os a que sa˜o submetidos. Os
escoamentos de fluidos viscoela´sticos possuem mais graus de liberdade, devido a`
sua configurac¸a˜o estrutural cuja complexidade aumenta com o peso molecular, pelo
que sa˜o inerentemente na˜o-lineares, exibindo feno´menos muito distintos dos casos
newtonianos, para as mesmas condic¸o˜es de escoamento. Diversos modelos constitu-
tivos reolo´gicos teˆm sido propostos para prever como se comportam estes fluidos em
escoamento (ver cap´ıtulo 3).
O estudo de fluidos viscoela´sticos desenvolveu-se nos anos 80, influenciado
principalmente pela indu´stria dos pla´sticos e diversas investigac¸o˜es permitiram com-
preender substancialmente o comportamento de escoamentos destes fluidos em a´reas
como o processamento de pol´ımeros fundidos, nomeadamente a injec¸a˜o e extrusa˜o de
pla´sticos. Mais recentemente, os avanc¸os em mecaˆnica dos fluidos computacional e o
desenvolvimento de processos que permitem criar microgeometrias de convergeˆncia
de escoamentos permitiram explorar novos aspetos deste tipo de escoamentos especi-
almente para soluc¸o˜es polime´ricas dilu´ıdas [2]. A utilizac¸a˜o deste tipo de geometrias
de reduzidas dimenso˜es permite analisar escoamentos de fluidos viscoela´sticos para
condic¸o˜es de ine´rcia despreza´veis. Uma das geometrias mais populares, que sera´
utilizada neste estudo, e´ a bifurcac¸a˜o cross-slot, sendo que o configurac¸a˜o t´ıpica
consiste em 4 brac¸os ortogonais no mesmo plano cruzados com duas entradas e duas
sa´ıdas de escoamento.
Para valores reduzidos de elasticidade, o escoamento de um fluido viscoela´stico
e´ estaciona´rio, mas distinto do caso newtoniano, para condic¸o˜es semelhantes, e um
estudo extenso ja´ foi realizado relativamente a este tipo de escoamentos. No entanto,
quando se analisam fluidos com elasticidades superiores comec¸am a surgir feno´menos
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associados ao aparecimento de instabilidades de origem puramente ela´stica. Sa˜o re-
portados, tanto em estudos nume´ricos como experimentais, casos como escoamentos
assime´tricos em geometrias perfeitamente assime´tricas, escoamentos dependentes do
tempo com periodicidades bem definidas e escoamentos cao´ticos com oscilac¸o˜es apa-
rentemente aleato´rias. [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]
As instabilidades reportadas sa˜o muitas vezes associadas a reduc¸o˜es na dis-
sipac¸a˜o de energia do escoamento e tambe´m promovem feno´menos de mistura, o
que e´ bastante dif´ıcil de acontecer em escoamentos em geometrias de ta˜o pequena
dimensa˜o, devido ao reduzido nu´mero de Reynolds.
Apesar da recente e abundante informac¸a˜o obtida acerca de escoamentos de
fluidos viscoela´sticos, muita da investigac¸a˜o foi efetuada em configurac¸o˜es experi-
mentais que permitem obter valores de nu´mero de Reynolds (efeitos de ine´rcia) bas-
tante reduzidos, mas ainda na˜o-despreza´veis, que afetam o comportamento ela´stico
do fluido. E´ necessa´ria enta˜o a realizac¸a˜o de mais estudos nume´ricos, sobretudo em
condic¸o˜es em que sejam despreza´veis os efeitos inerciais, obtendo assim escoamentos
puramente ela´sticos e viscosos. Tambe´m e´ importante comec¸ar a focar o estudo
nas instabilidades oscilato´rias que ocorrem em escoamentos de fluidos com elevada
elasticidade em microgeometrias como o cross-slot, pouco abordadas na literatura.
1.2 Objetivos
Nesta tese e´ abordado o estudo de escoamentos de fluidos viscoela´sticos numa bi-
furcac¸a˜o cross-slot (com uma configurac¸a˜o de caudais de entrada adjacentes dife-
rente da t´ıpica) e o objetivo e´ avaliar o seu comportamento para diferentes valores de
elasticidade e tambe´m analisar o eventual surgimento de instabilidades puramente
ela´sticas, identificando os valores cr´ıticos de elasticidade a partir dos quais estas se
manifestam. Para os casos de escoamento na˜o-estaciona´rio (perio´dico), se verifica-
dos, e´ estudada a periodicidade das suas oscilac¸o˜es no tempo.
De modo a facilitar o estudo nume´rico de fluidos viscoela´sticos, sendo poss´ıvel
realizar simulac¸o˜es com maior estabilidade nume´rica para valores de elasticidade
mais elevados, foi desenvolvida por Pimenta e Alves [1] a ferramenta rheoTool para
o software de co´digo aberto OpenFOAM, muito popular em mecaˆnica de fluidos
computacional. Nesta ferramenta esta´ inclu´ıdo o solver rheoFOAM , adequado para
a previsa˜o, tanto de escoamentos estaciona´rios como na˜o-estaciona´rios, de fluidos
viscoela´sticos como se realiza neste trabalho. Tambe´m e´ efetuada uma ana´lise de
incerteza, utilizando a extrapolac¸a˜o de Richardson [11], para 3 malhas com diferentes
graus de refinamento, de modo a descobrir se a incerteza associada a` malha escolhida
na˜o afeta significativamente os resultados nume´ricos.
Apo´s a validac¸a˜o do me´todo nume´rico sa˜o efetuadas simulac¸o˜es aplicando o
modelo convectivo superior de Maxwell (Upper Convected Maxwell, UCM) [12], para
escoamentos com valor de Wi cada vez superior. Este modelo constitutivo e´ o mais
simples e na˜o considera a introduc¸a˜o de um solvente Newtoniano, como no modelo
Oldroyd-B [13], ou o paraˆmetro de extensibilidade das mole´culas do modelo simplifi-
cado de Phan-Thien e Tanner (sPTT) [14] que sa˜o tambe´m estudados e comparados
nesta tese.
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A finalidade deste estudo e´ compreender um pouco mais sobre os efeitos das
instabilidades puramente ela´sticas de fluidos, mas servir tambe´m como base, ou
guia, para trabalhos futuros, mais aprofundados, de escoamentos em configurac¸o˜es
semelhantes a` da bifurcac¸a˜o aqui estudada para os mesmos modelos constitutivos.
1.3 Estrutura da tese
Esta tese encontra-se dividida em sete cap´ıtulos e um apeˆndice.
No pro´ximo cap´ıtulo 2 e´ apresentada uma breve revisa˜o bibliogra´fica do estudo
de escoamentos estaciona´rios e na˜o-estaciona´rios de fluidos viscoela´sticos em micro-
geometrias, com especial eˆnfase nos estudos realizados com a bifurcac¸a˜o cross-slot.
No cap´ıtulo 3 sa˜o apresentadas as equac¸o˜es que governam os escoamentos em
estudo e o me´todo nume´rico utilizado para as discretizar e resolver. Aqui tambe´m
sa˜o expostos os algoritmos, interpolac¸o˜es e outras te´cnicas de estabilizac¸a˜o nume´rica
disponibilizadas no solver rheoFoam.
No cap´ıtulo 4 e´ explicado o funcionamento do software OpenFOAM, nome-
adamente a organizac¸a˜o dos ficheiros e pastas envolvidos num caso de estudo e as
funcionalidades de pre´ e po´s-processamento dispon´ıveis. Este cap´ıtulo possibilita
ao leitor compreender facilmente os fatores mais relevantes na configurac¸a˜o de uma
simulac¸a˜o.
No cap´ıtulo 5 e´ feita a validac¸a˜o do me´todo nume´rico e e´ calculada a incerteza
associada a` malha escolhida, atrave´s da extrapolac¸a˜o de Richardson.
No cap´ıtulo 6 sa˜o apresentados os mapas de estabilidade e os resultados do
escoamento na bifurcac¸a˜o em regime estaciona´rio, para velocidade, tensa˜o de corte,
tenso˜es normais e tipo de escoamento. Para regime na˜o-estaciona´rio sa˜o analisadas
as oscilac¸o˜es e o comportamento do escoamento.
As concluso˜es e as sugesto˜es para trabalho futuro sa˜o apresentadas no cap´ıtulo
7.
No apeˆndice A sa˜o apresentados os conteu´dos dos ficheiros principais manipu-
lados num caso de estudo utilizando o solver rheoFOAM .




Para descrever fluidos viscoela´sticos, que sa˜o o alvo de estudo desta tese, ha´ que
primeiro diferenciar fluidos newtonianos de na˜o-newtonianos.
Em escoamentos de corte simples, como o caso do escoamento de Couette, fluidos
newtonianos, como a a´gua, seguem uma lei que define uma relac¸a˜o de proporciona-
lidade entre as tenso˜es de corte e a taxa de deformac¸a˜o,
τxy = ηγ˙ (2.1)
onde a viscosidade, η e´ constante e representa o coeficiente de proporcionalidade.
Para fluidos na˜o-newtonianos este na˜o e´ necessariamente o caso e o valor da visco-
sidade nestes fluidos varia em func¸a˜o da taxa de deformac¸a˜o (equac¸a˜o 2.2). Outra
caracter´ıstica relevante destes fluidos e´ o aparecimento de tenso˜es normais (τxx, τyy e
τzz) em escoamentos de corte simples e estaciona´rios, na˜o observadas no caso de flui-
dos newtonianos. Isto e´ associado a` estrutura molecular dos fluidos na˜o-newtonianos,





No domı´nio dos fluidos na˜o-newtonianos encontramos fluidos cuja viscosidade
aumenta com o aumento da taxa de deformac¸a˜o (mistura de a´gua com amido de mi-
lho, areias movedic¸as), fluidos cuja viscosidade diminui com a taxa de deformac¸a˜o
(iogurte, tintas) e tambe´m encontramos fluidos que, quando aplicado um esforc¸o, so-
frem na˜o so´ deformac¸o˜es viscosas (dissipativas), como tambe´m deformac¸o˜es ela´sticas
(revers´ıveis). Soluc¸o˜es de pol´ımeros sa˜o exemplos de fluidos viscoela´sticos.
Devido a` sua elasticidade estes fluidos teˆm a capacidade de armazenar alguma
energia, para ale´m de a dissipar, conferindo-lhes assim uma espe´cie de memo´ria.
Duas caracter´ısticas exclusivas de fluidos viscoela´sticos sa˜o o tempo de retardac¸a˜o e
o tempo de relaxac¸a˜o. Ao aplicar uma tensa˜o a um fluido com propriedades ela´sticas,
a sua capacidade de armazenar energia causa um atraso na resposta a` tensa˜o (re-
tardac¸a˜o), ao contra´rio de fluidos puramente viscosos que reagem instantaneamente.
Quando a tensa˜o deixa de ser aplicada o fluido tende a recuperar lentamente parte
do seu estado inicial, ou seja, o tempo que o fluido demora a recuperar as condic¸o˜es
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iniciais e´ da ordem do tempo de relaxac¸a˜o. Resumindo, o escoamento de fluidos vis-
coela´sticos na˜o depende apenas das condic¸o˜es atuais do fluido, mas depende tambe´m
da sua histo´ria de deformac¸a˜o [15].
Existem diversos modelos de equac¸o˜es constitutivas propostos para descrever
este comportamento viscoela´stico, sendo que os abordados neste caso de estudo sera˜o
os modelos desenvolvidos por Maxwell [12], Oldroyd [13] e Phan-Thien e Tanner
[16, 14]. As equac¸o˜es governativas destes modelos sera˜o apresentadas mais adiante
neste trabalho.
O nu´mero adimensional que relaciona os efeitos de ine´rcia com os efeitos vis-
cosos e´ o nu´mero de Reynolds, Re, e o seu uso e´ bastante popular em mecaˆnica dos
fluidos para prever o comportamento de escoamentos, nomeadamente, a transic¸a˜o do





onde ρ e´ a massa volu´mica do fluido, H e´ um comprimento caracter´ıstico do escoa-
mento, U e´ uma velocidade caracter´ıstica e η a viscosidade do fluido.
A elasticidade de um fluido pode ser caracterizada atrave´s do nu´mero de Weis-
senberg (Wi) que representa o produto do tempo de relaxac¸a˜o do fluido (λ) com uma
taxa de deformac¸a˜o caracter´ıstica do escoamento (γ˙), como observado na equac¸a˜o
(2.4). Uma vez que Wi e´ um nu´mero adimensional, a taxa de deformac¸a˜o carac-
ter´ıstica deste escoamento e´ definida, ao longo deste trabalho, como a raza˜o entre a
velocidade caracter´ıstica (U) do escoamento e o comprimento caracter´ıstico (H).




2.2 Escoamento numa bifurcac¸a˜o (cross-slot)
Com o crescente interesse em finais do se´culo passado na investigac¸a˜o de escoamentos
de fluidos viscoela´sticos atrave´s de microgeometrias, que permitem obter escoamen-
tos de reduzido Re, resultando em altos valores de Wi, o estudo de escoamentos
extensionais em bifurcac¸o˜es do tipo cross-slot tornou-se tambe´m bastante popular.
Na figura 2.1 e´ apresentado o esquema de uma bifurcac¸a˜o cross-slot t´ıpica,
em que o escoamento entra atrave´s dos brac¸os a este (E) e Oeste (W) e abandona
a bifurcac¸a˜o atrave´s dos brac¸os a norte (N) e sul (S). A configurac¸a˜o adotada neste
trabalho sera´ bidimensional e bastante semelhante a` aqui apresentada, sendo que os
caudais neste caso sa˜o adjacentes, com entradas a velocidade constante a Norte e
Oeste e sa´ıdas a Este e Sul.
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Figura 2.1: Representac¸a˜o de uma bifurcac¸a˜o cross-slot (reproduzida de Afonso et al. [2]).
Como ja´ referido, a investigac¸a˜o de escoamentos extensionais comec¸ou-se a de-
senvolver sobretudo nos anos 80, devido principalmente a` crescente necessidade de
medir a viscosidade de soluc¸o˜es polime´ricas [2]. Va´rios estudos foram realizados para
escoamentos esta´veis em cross-slot, como a ana´lise nume´rica extensiva efetuada por
Remmelgas et al. [17] para fluidos do tipo FENE (Finitely Extensible Non-linear
Elastic).
Em Bogaerds et al. [18] sa˜o comparados resultados experimentais deste tipo
de escoamentos com valores obtidos numericamente atrave´s dos modelos Giesekus
e sPTT. Os dados esta˜o em concordaˆncia apesar de serem detetadas discrepaˆncias
entre alguns resultados experimentais e nume´ricos.
No entanto, e´ quando se comec¸am a analisar valores de elasticidade superiores
que o estudo se torna mais interessante. Isto tornou-se poss´ıvel grac¸as ao fabrico
de microgeometrias, que permitem escoar fluidos viscoela´sticos com altos valores de
nu´mero de Weissenberg e ine´rcia despreza´vel [2], sendo que os efeitos ela´sticos pre-
dominam nestes casos. Sem du´vida uma das caracter´ısticas mais curiosas detetada
em escoamentos de fluidos viscoela´sticos e´ a assimetria observada no trabalho de
Arratia et al. [3]. Analisando o escoamento de soluc¸o˜es polime´ricas com diferen-
tes elasticidades numa bifurcac¸a˜o de dimenso˜es reduzidas (Re < 10−2) conseguiram
detetar uma primeira instabilidade, para Wi = 1.5, em que o escoamento torna-se
assime´trico, mas mante´m-se estaciona´rio, como se pode observar na figura 2.2(a,
b) e apesar das condic¸o˜es de entrada e sa´ıda manterem simetria. Para valores su-
periores de elasticidade (Wi > 4) foi detetada uma segunda instabilidade, em que
o escoamento passa a ser dependente do tempo (na˜o-estaciona´rio), para as mes-
mas condic¸o˜es de entrada do escoamento. Estas instabilidades tambe´m promovem a
mistura dos escoamentos, feno´meno que ocorre habitualmente em escoamentos com
nu´mero de Reynolds elevado, inferior ao de transic¸a˜o, muito dif´ıcil de obter em mi-
crogeometrias, pelo que as instabilidades ela´sticas apresentam uma boa alternativa.
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Figura 2.2: Comparac¸a˜o entre os resultados experimentais obtidos por Arratia et al. [3] (a, b) e os
resultados nume´ricos obtidos por Poole et al. [4] (c, d).
A assimetria quase bidimensional reportada nos resultados experimentais de
Arratia et al. [3] foi o que inspirou o estudo de Poole et al. [4], que foram os
primeiros a prever numericamente este feno´meno. Utilizando o modelo convectivo
superior de Maxwell (UCM) para simular escoamentos numa geometria cross-slot
2D perfeitamente sime´trica, com ine´rcia despreza´vel, os autores conseguiram provar
que o surgimento desta assimetria e´ um efeito puramente ela´stico. Como podemos
ver na figura 2.2(c, d) a partir de um Wi cr´ıtico (≈ 0.31) o escoamento continua
esta´vel mas adquire uma assimetria que aumenta com a elasticidade. Neste traba-
lho ainda foram realizadas simulac¸o˜es para diferentes valores de Re, verificando-se
que a ine´rcia tem, de facto, um papel estabilizador nestes efeitos. Aumentando
Re verifica-se que tanto aumenta o valor cr´ıtico Wi como ocorre uma reduc¸a˜o no
grau de assimetria. E´ a opinia˜o dos autores que esta assimetria possa derivar da
natureza compressiva do escoamento a montante do ponto de estagnac¸a˜o, muito se-
melhante aos feno´menos de varejamento (buckling) que ocorrem em vigas so´lidas
e no escoamento de jatos de fluidos viscosos. Utilizando uma bifurcac¸a˜o 3D, mas
ainda com entradas e sa´ıdas no mesmo plano, Poole et al. [5] estudaram o efeito
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da variac¸a˜o da profundidade da geometria nos feno´menos ela´sticos. Foi detetada
novamente uma fraca assimetria tridimensional que diminui na direc¸a˜o das paredes
da bifurcac¸a˜o. Tambe´m foi verificado que, diminuindo as dimenso˜es da geometria,
a mudanc¸a para escoamento na˜o-estaciona´rio da´-se para nu´meros de Weissenberg
cada vez menores e abaixo de certas profundidades o escoamento assime´trico nunca
se desenvolve, devido ao predomı´nio das forc¸as viscosas que decorre dos elevados
gradientes de velocidade nessa direc¸a˜o. Tambe´m em Poole et al. [6] foi observado
que a adic¸a˜o de um solvente viscoso (β 6= 0) ao modelo UCM, resultando no modelo
Oldroyd-B, atrasa o aparecimento da assimetria e a partir de um valor cr´ıtico de
β deixa de se observar o feno´meno. Introduzindo o paraˆmetro de extensibilidade
(ε 6= 0), com o uso do modelo sPTT, observou-se que ale´m do aumento do valor
cr´ıtico de Wi, tambe´m o grau da assimetria diminui com o aumento de ε.
Mais recentemente, Cruz et al. [19] realizaram um estudo nume´rico bastante
mais extenso, onde sa˜o apresentados va´rios resultados relativos a escoamentos numa
bifurcac¸a˜o para os modelos UCM, Oldroyd-B e sPTT. Os dados apresentados sa˜o
de grande precisa˜o e esta˜o de acordo com os estudos anteriores, servindo como uma
boa base de comparac¸a˜o para trabalhos futuros.
Haward et al. [20] analisaram o escoamento de soluc¸o˜es polime´ricas numa bi-
furcac¸a˜o com um perfil obtido atrave´s de otimizac¸a˜o nume´rica, utilizando tambe´m o
modelo FENE. Nos resultados experimentais poˆde ser observada a formac¸a˜o de uma
linha de elevada birrefringeˆncia acima de um valor cr´ıtico de nu´mero de Weissenberg.
O estudo nume´rico realizado por Oliveira et al. [7], para escoamentos de flui-
dos UCM numa bifurcac¸a˜o com 3 entradas de fluido e 1 sa´ıda, implementando assim
um padra˜o cinema´tico do tipo ”focagem de escoamento”, demonstrou que existe um
valor mı´nimo para a raza˜o de caudais de entrada, a partir do qual se da´ aqui tambe´m
uma transic¸a˜o de escoamento sime´trico para escoamento assime´trico. Abaixo deste
valor existe apenas um valor cr´ıtico de Wi em que o escoamento muda diretamente
de sime´trico para dependente do tempo. Na simulac¸a˜o de fluidos sPTT verifica-se
novamente uma diminuic¸a˜o do grau da assimetria com o aumento de ε e tambe´m um
aumento do Wi cr´ıtico. Apesar dos valores de tensa˜o normal aumentarem significa-
tivamente junto a` bifurcac¸a˜o, na˜o existe neste padra˜o de escoamento um ponto de
estagnac¸a˜o, pelo que esta singularidade, caracter´ıstica do cross-slot no seu padra˜o
de escoamento t´ıpico, na˜o deve ser a u´nica causa da assimetria. Ainda foi feito um
balanc¸o energe´tico ao escoamento, de modo a calcular a energia extra que e´ dissipada
devido a` bifurcac¸a˜o, relativamente a um escoamento completamente desenvolvido,
na configurac¸a˜o pre´-cr´ıtica. Foi observado que, para altos valores de nu´mero de
Weissenberg a dissipac¸a˜o extra de energia e´ mais acentuada para escoamentos onde
a simetria e´ imposta do que com assimetria e que esta diferenc¸a aumenta com o
aumento de Wi. Isto indica que o escoamento viscoela´stico consome menos energia
ao transitar para assime´trico.
Os resultados experimentais de Sousa et al. [8], para bifurcac¸o˜es de geometria
varia´vel, esta˜o em acordo com os estudos nume´ricos pre´vios.
Em investigac¸o˜es mais recentes, para o padra˜o de ”focagem de escoamento”,
Ballesta et al. [9] avaliam o comportamento de soluc¸o˜es polime´ricas com diferentes
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concentrac¸o˜es e para diferentes taxas de deformac¸a˜o. E´ observado que, para reduzi-
das taxas de deformac¸a˜o, o aumento de Wi eventualmente leva a que o escoamento
mude de esta´vel diretamente para perio´dico e, para valores mais elevados de Wi
este torna-se cao´tico. Para elevadas taxas de deformac¸a˜o e´ detetado o surgimento
de uma assimetria no escoamento para valores de Wi > 0.3 ate´ ser atingido o estado
perio´dico (ver figura 2.3) e seguidamente o estado cao´tico.
Figura 2.3: Representac¸a˜o esquema´tica da microgeometria utilizada (a) e ilustrac¸o˜es do escoamento
com comportamento esta´vel para Wi=0.3 (b), assime´trico para Wi=1.4 (c) e dependente do tempo
para Wi=7.3 (d) [9].
O mapa de estabilidades neste estudo apresenta certas discrepaˆncias em relac¸a˜o
aos resultados nume´ricos de Oliveira et al. [7], que os autores atribuem ao facto da
ana´lise nume´rica ser feita em 2D enquanto que a experieˆncia e´ feita em geometrias
3D, ou tambe´m porque o modelo utilizado no estudo nume´rico foi o UCM, cuja
equac¸a˜o constitutiva na˜o considera a viscosidade reofluidificante. Sa˜o avaliadas aqui
tambe´m as oscilac¸o˜es no escoamento em estado perio´dico, em que e´ poss´ıvel relaci-
onar a amplitude e frequeˆncia diretamente com a elasticidade do fluido.
No trabalho experimental de Varshney et al. [10], para escoamentos de soluc¸o˜es
polime´ricas numa bifurcac¸a˜o em forma de T, na˜o e´ observada nenhuma assimetria
em regime estaciona´rio como nos casos anteriores. Isto pode ser atribu´ıdo ao facto da
instalac¸a˜o experimental envolver uma bifurcac¸a˜o cross-slot em que um dos brac¸os
e´ devidamente selado. Assim, a configurac¸a˜o muda para uma geometria em T, com
um canal de recirculac¸a˜o. Os autores defendem que e´ a existeˆncia deste canal que im-
pede o aparecimento da assimetria. No entanto, ainda foi feita uma ana´lise extensa
ao escoamento dependente do tempo, onde e´ verificado que o aumento cont´ınuo da
elasticidade provoca um aumento na frequeˆncia e na intensidade das oscilac¸o˜es.
A microgeometria cross-slot provou enta˜o ser bastante u´til para medic¸o˜es
de reologia extensional, permitindo facilmente variar a extensa˜o das mole´culas po-
lime´ricas e tambe´m a taxa de deformac¸a˜o [9]. E´ tambe´m bastante u´til para analisar
o comec¸o das instabilidades puramente ela´sticas e comparar facilmente os valores
experimentais com os nume´ricos.
E´ importante tambe´m referir que na˜o existe nenhum estudo na literatura para
cross-slot com a configurac¸a˜o de entradas de escoamento aqui adotada, pelo que
esta foi a motivac¸a˜o principal para esta tese.
Cap´ıtulo 3
Equac¸o˜es governativas e me´todo
nume´rico
Neste cap´ıtulo sa˜o apresentadas as equac¸o˜es que governam os escoamentos estudados
nesta tese, bem como o me´todo nume´rico utilizado para as resolver.
3.1 Equac¸o˜es governativas
Para escoamentos monofa´sicos, isote´rmicos, em condic¸o˜es laminares de fluidos in-
compress´ıveis e´ apresentada a equac¸a˜o de continuidade (3.1) e a equac¸a˜o da quanti-
dade de movimento (3.2),




+ u · ∇u) = −∇p +∇ · τ′ + f (3.2)
onde u representa o vetor velocidade, t o tempo, p a pressa˜o, τ′ e´ o tensor das
tenso˜es e f representa qualquer forc¸a exterior.
3.2 Equac¸o˜es constitutivas
Ao lidar com simulac¸o˜es de escoamentos de fluidos viscoela´sticos e´ habitual dividir
o tensor das tenso˜es em dois termos, um relativo ao solvente (τs) e um relativo ao
pol´ımero (τ), sendo que τ′ = τ + τs. Torna-se enta˜o necessa´rio atribuir equac¸o˜es
constitutivas a cada tensor, definidas pelas equac¸o˜es (3.3) e (3.4), mantendo assim











onde ηs representa a viscosidade do solvente, ηp representa o coeficiente de vis-
cosidade polime´rica, λ representa o tempo de relaxac¸a˜o e
·
γ representa a taxa de
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deformac¸a˜o. f(τ) e´ uma func¸a˜o escalar geral que depende de um invariante de τ e
∇
τ representa a derivada convectiva superior, definida pela equac¸a˜o (3.5), que torna





+ u · ∇τ− τ · ∇u−∇uT · τ (3.5)
As equac¸o˜es apresentadas definem o sistema de equac¸o˜es governativas a ser
resolvido. No entanto, devido a problemas de estabilidade nume´rica, o sistema na˜o
deve ser resolvido com apenas estas equac¸o˜es e esta˜o por isso dispon´ıveis va´rias
te´cnicas de estabilizac¸a˜o nu´merica [1], mencionadas mais adiante.
3.3 Me´todo nume´rico
O software de co´digo aberto OpenFOAM, utilizado neste estudo, e´ dos mais po-
pulares em mecaˆnica dos fluidos computacional e baseia-se no me´todo nume´rico do
Volumes Finitos. Com esta metodologia o domı´nio computacional de ca´lculo e´ divi-
dido em va´rios volumes de controlo onde sa˜o calculadas as varia´veis do escoamento.
O nu´mero de ce´lulas define o refinamento da malha e a validez dos resultados. Para
uma malha ortogonal a ce´lula onde sa˜o calculadas as equac¸o˜es governativas e´ de-
signada por ce´lula P, enquanto que as ce´lulas vizinhas sa˜o designadas atrave´s de
notac¸a˜o geogra´fica como pode observada na figura 3.1 ou atrave´s do ind´ıce F, numa
formulac¸a˜o mais gene´rica.
Figura 3.1: Volume de controlo - orientac¸a˜o das faces. W (oeste de ”west”), E (este), S (sul), N
(norte), B (bottom), T (top). Figura reproduzida de [21].
As malhas aqui utilizadas sa˜o malhas colocadas, ou seja, todas as varia´veis
sa˜o calculadas nos mesmos pontos representativos das ce´lulas, que normalmente
sa˜o os respetivos centros geome´tricos das ce´lulas (no´s P e no´s vizinhos F). Isto
implica a utilizac¸a˜o de uma interpolac¸a˜o especial no ca´lculo dos caudais ma´ssicos
que atravessam as faces dos volumes de controlo, de modo a garantir o acoplamento
entre os campos de pressa˜o e velocidade. O processo de interpolac¸a˜o utilizado neste
co´digo e´ abordado mais adiante.
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3.4 Te´cnicas de estabilizac¸a˜o nu´merica para simulac¸o˜es
de viscoela´sticos
Como ja´ referido, as equac¸o˜es governativas resolvidas neste estudo nume´rico na˜o
sa˜o suficientes para garantir estabilididade nume´rica, pelo que e´ necessa´rio aplicar
tambe´m certas te´cnicas e me´todos de interpolac¸a˜o, de modo a possibilitar o estudo
de escoamentos de fluidos viscoela´sticos para valores mais elevados de Wi, que e´ o
alvo de estudo deste trabalho. As abordagens utilizadas, que sa˜o disponibilizadas
pela ferramenta rheoTool [1, 22], sa˜o apresentadas neste subcap´ıtulo.
3.4.1 Te´cnica de difusa˜o nos dois lados
Esta te´cnica implica apenas a adic¸a˜o de um termo difusivo a cada lado da equac¸a˜o de
quantidade de movimento (3.2), sendo que o termo do lado esquerdo e´ incorporado





+ u · ∇u)−∇ · (ηs + ηp)∇u = −∇p−∇ · (ηp∇u) +∇ · τ + f (3.6)
Os termos difusivos adicionados anulam-se quando e´ atingido o regime per-
manente. Esta te´cnica tem um efeito particularmente estabilizador para casos em
que o tensor das tenso˜es na˜o inclui um solvente. De notar que na equac¸a˜o (3.6) foi
ignorada a poss´ıvel dependeˆncia da viscosidade e do tempo de relaxac¸a˜o na taxa de
deformac¸a˜o, com o fim de facilitar a leitura, no entanto, essa relac¸a˜o de dependeˆncia
pode existir.
3.4.2 Conformac¸a˜o logar´ıtmica do tensor das tenso˜es
Uma das principais dificuldades em simulac¸o˜es de escoamentos de fluidos viscoela´sticos
e´ a instabilidade nu´merica existente em escoamentos de elevado nu´mero de Weis-
senberg. Sendo este tipo de escoamento o nosso alvo de estudo torna-se essencial a
abordagem da te´cnica da conformac¸a˜o logar´ıtmica [1, 22], elaborada precisamente
para combater estas instabilidades e consequente divergeˆncia nume´rica.
O me´todo da conformac¸a˜o logar´ıtmica consiste numa mudanc¸a de varia´vel
quando se evolui o tensor polime´rico em func¸a˜o do tempo, relacionando-o com o
tensor de conformac¸a˜o (A). Nos modelos constitutivos utilizados neste estudo esta





E´ definido um novo tensor (Θ) como o logaritmo natural do tensor de con-
formac¸a˜o, que pode ser diagonalizado, uma vez que e´ uma matriz positiva definida
Θ = ln(A) = Rln(Λ)RT (3.8)
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onde R e´ uma matriz que conte´m os vetores pro´prios de A e Λ e´ uma matriz cujos ele-
mentos diagonais correspondem aos valores pro´prios que resultam da decomposic¸a˜o
de A. Reescrevendo a equac¸a˜o constitutiva (3.4) em ordem a Θ obte´m-se
∂Θ
∂t
+ u · ∇Θ = ΩΘ−ΘΩ + 2B + 1
λ
g(Θ) (3.9)
em que g(Θ) representa uma func¸a˜o tensorial dependente de Θ, espec´ıfica para cada
modelo constitutivo (ver subcap´ıtulo 3.5) e
B = R




 0 ωxy ωxz−ωxy 0 ωyz
−ωxz −ωyz 0
RT (3.11)
M = R∇uTRT =





Λj − Λi (3.13)
Depois de resolvida a equac¸a˜o (3.9) Θ pode ser diagonalizado da seguinte
forma
Θ = RΛΘRT (3.14)
e invertendo os paraˆmetros da equac¸a˜o (3.8) e´ poss´ıvel recuperar o tensor de con-
formac¸a˜o
A = exp(Θ) = Rexp(ΛΘ)RT (3.15)
Para concluir, obte´m-se o tensor extra polime´rico a partir de A, mais uma vez
utilizando a relac¸a˜o apresentada na equac¸a˜o (3.7).
3.4.3 Algoritmo de acoplamento pressa˜o-velocidade
Aplicando a equac¸a˜o da continuidade a` varia´vel da pressa˜o e seguindo a metodologia
SIMPLEC [1, 22] obte´m-se, de uma forma simplificada,
∇ · ( 1












em que aP representa os coeficientes diagonais da equac¸a˜o de quantidade de movi-
mento, H1 representa o valor sime´trico da soma dos coeficientes na˜o-diagonais da
equac¸a˜o de quantidade de movimento (3.17), H representa as contribuic¸o˜es na˜o-
diagonais da equac¸a˜o de movimento (3.18), mais termos fonte e p∗ representa o
campo de presso˜es calculado na iterac¸a˜o, ou passo temporal, anterior.










nb + b (3.18)
Uma vez obtido o campo de presso˜es congruente com a equac¸a˜o de continui-











aP −H1 (∇p)P (3.19)
3.4.4 Algoritmo de acoplamento tensa˜o-velocidade
Em Pimenta e Alves [1, 22] foi formulada a equac¸a˜o (3.20) para discretizac¸a˜o do
divergente das tenso˜es polime´ricas extra (∇ · τ), provando ser bastante esta´vel.
τf = τf + ηp
[(∇u|f + (∇u)T|f)− (∇u|f + (∇uT|f)] (3.20)
Na equac¸a˜o (3.20) os termos com barra superior sa˜o obtidos por interpolac¸a˜o li-
near dos valores nos centros da ce´lulas, enquanto que o outro gradiente de velocidade
e´ avaliado diretamente a partir das velocidades no centro das faces. Introduzindo
τf , como definido na formulac¸a˜o anterior, na equac¸a˜o de quantidade de movimento,





+ u · ∇u
)
−∇ · (ηs + ηp)∇u = −∇p−∇ · ηp∇u +∇ · τ + f (3.21)
Aqui, o termo ∇ · ηp∇u e´ uma ”derivada especial de segunda ordem”e repre-
senta o divergente do gradiente de velocidade, sendo que o gradiente de velocidade
nas faces resulta de interpolac¸a˜o linear do gradiente calculado nos centros das ce´lulas.
A literatura [1] tambe´m demonstra que refinando a malha, a equac¸a˜o (3.20) tende
para τf = τf e os paraˆmetros adicionados anulam-se. De salientar que na equac¸a˜o
(3.21) foram ignorados os gradientes de velocidade transpostos, isto apenas para
simplificar a escrita, uma vez que a continuidade determina que ∇ · ∇uT = 0
3.4.5 Esquemas de alta resoluc¸a˜o
Os termos convectivos da metodologia dos volumes finitos, apresentam-se na forma
discretizada da seguinte forma∫
V
(u · ∇φ)dV =
∑
f




onde φ e´ a varia´vel que e´ transportada, Sf e´ o vector a´rea da face e Ff e´ o caudal
volume´trico que atravessa a face f . Atrave´s da interpolac¸a˜o apresentada na equac¸a˜o
(3.19) foram ja´ obtidos os valores dos caudais nas faces, no entanto, ha´ que recorrer
a outra interpolac¸a˜o para calcular φ nos centros das faces, a partir dos valores
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ja´ conhecidos nos centros das ce´lulas. No programa OpenFOAM esta˜o dispon´ıveis
inu´meros esquemas para resolver este ca´lculo, mas sa˜o os esquemas de alta-resoluc¸a˜o
(High-Resolution Schemes) os escolhidos por Pimenta e Alves [1, 22] para serem
aplicados na ferramenta rheoTool e, consequentemente, neste estudo. Nos me´todos
HRS e´ utilizada a abordagem do fator de peso normalizado (Normalized Weighting
Factor) utilizando grandezas adimensionais definidas como
φ˜f = αφ˜C + β (3.23)
e com as seguintes relac¸o˜es
φ˜f =
φf − φU
φD − φU (3.24)
φ˜C =
φC − φU
φD − φU (3.25)
Para melhor entendimento dos ı´ndices nas equac¸o˜es (3.23 - 3.25) a norma e´:
para qualquer face f , a ce´lula C representa a ce´lula de onde vem o escoamento, ou
seja, a montante da face f , a ce´lula D e´ a jusante da face f e a ce´lula U e´ a ce´lula
a montante da ce´lula C. Habitualmente, a ce´lula U na˜o deve ser identificada como
independente e φU pode ser definido como [1, 22]
φU = φD − 2(∇φ)C · dCD (3.26)
em que dCD e´ o vetor que une a ce´lula C a` ce´lula D.
Os coeficientes α e β na equac¸a˜o (3.23) sa˜o espec´ıficos para cada esquema de
alta-resoluc¸a˜o, podendo ser func¸o˜es de φ˜C. Uma vez que o esquema utilizado neste
estudo e´ o CUBISTA [1, 22] estes escalares tomam os seguintes valores:
[α, β] =

[1, 0] φ˜C ≤ 0 ∨ φ˜C ≥ 1
[7/4, 0] 0 < φ˜C < 3/8
[3/4, 3/8] 3/8 ≤ φ˜C ≤ 3/4
[1/4, 3/4] 3/4 < φ˜C < 1
A contribuic¸a˜o de montante (upwind) do HRS e´ discretizada implicitamente
enquanto que a restante e´ discretizada explicitamente [1], que juntando a`s equac¸o˜es
(3.23 - 3.26) resulta em
φf = [φC]implicit + [(α− 1)φC +βφD + (1−α−β)(φD− 2(∇φ)C ·dCD)]explicit (3.27)
3.5 Modelos constitutivos
Maxwell [12] acreditava que os gases tinham um comportamento viscoela´stico e foi
a primeira pessoa e desenvolver um modelo constitutivo que combinava os efeitos
viscosos e ela´sticos num fluido. O seu modelo simplificado viola algumas regras de
invariaˆncia, que limitam a sua aplicac¸a˜o a alguns tipos de escoamento, mas esta´ na
base de variantes mais gerais que eliminam essas limitac¸o˜es.
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3.5.1 Modelo convectivo superior de Maxwell (UCM) e modelo
Oldroyd-B
Se a func¸a˜o f(τ) na equac¸a˜o (3.4) for unita´ria essa relac¸a˜o descreve o modelo




τ = ηP (∇u +∇uT) (3.28)
Ao aplicar a conformac¸a˜o logar´ıtmica (subcap´ıtulo 3.4.2) a equac¸a˜o constitutiva
toma a seguinte forma
∂Θ
∂t
+ u · ∇Θ = (ΩΘ−ΘΩ) + 2B + 1
λ
(e−Θ − I) (3.29)
Se adicionarmos ao tensor τ a contribuic¸a˜o de um solvente newtoniano, τs
(3.3), obtemos o modelo Oldroyd-B. Neste modelo e´ comum referir um paraˆmetro,





Apesar das limitac¸o˜es destes modelos, nomeadamente a incapacidade de pre-
ver a variac¸a˜o da viscosidade no escoamento e a na˜o imposic¸a˜o de limite de extensa˜o
molecular, estes modelos sa˜o capazes de captar qualitativamente algumas das carac-
ter´ısticas dos escoamentos com elasticidade.
3.5.2 Modelo Phan-Thien Tanner simplificado (sPTT)
A versa˜o simplificada do modelo desenvolvido por Phan-Thien e Tanner [16] acres-
centa ao modelo Oldroyd-B o paraˆmetro ε, que representa o limite de extensa˜o das






τ = ηP (∇u +∇uT) (3.31)
e tambe´m aplicando aqui a conformac¸a˜o logar´ıtmica, obte´m-se
∂Θ
∂t
+ u · ∇Θ = (ΩΘ−ΘΩ) + 2B + 1
λ
{
1 + [tr(eΘ)− 3]} (e−Θ − I) (3.32)
De notar que, para ε = 0 estamos novamente perante o modelo Oldroyd-B e
quando ε = 0 e β = 0 o modelo UCM e´ recuperado.
3.6 Tipo de escoamento (flowType)
Tambe´m neste estudo foi utilizada a ferramenta flowType (Lee et al. 2007) do
OpenFOAM, que permite classificar o tipo de escoamento atrave´s dos campos de
velocidades calculados numa simulac¸a˜o. O paraˆmetro escalar utilizado para classifi-
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O escoamento e´ enta˜o classificado conforme o escalar calculado, sendo que para
ξ = 1 o escoamento e´ considerado puramente extensional, para ξ = 0 o escoamento
e´ de corte e para ξ = −1 ocorre rotac¸a˜o de corpo so´lido, regia˜o do escoamento em
que os elementos do fluido sa˜o escoados juntos como um so´lido.
Cap´ıtulo 4
Descric¸a˜o do software
As simulac¸o˜es nume´ricas neste estudo foram efetuadas recorrendo ao OpenFOAM,
o software de co´digo aberto mais popular de mecaˆnica de fluidos computacional nas
a´reas da engenharia e da cieˆncia. Esta ferramenta baseia-se no me´todo do volumes
finitos e consiste num conjunto de bibliotecas em C++, com va´rios solvers que re-
solvem equac¸o˜es para tipos espec´ıficos de escoamento, bem como alguns utilita´rios,
que permitem, por exemplo, a criac¸a˜o de malhas e po´s-processamento de dados.
O solver utilizado neste estudo e´ o rheoFoam, dispon´ıvel na ferramenta rhe-
oTool desenvolvida por Pimenta e Alves [1]. Esta ferramenta, destinada ao estudo
nume´rico de fluidos viscoela´sticos, baseia-se no viscoelasticFluidFoam, um solver ja´
existente no OpenFoam ao qual foram aplicadas certas te´cnicas de estabilizac¸a˜o
nume´rica, permitindo, por exemplo, realizar simulac¸o˜es de escoamentos com elevado
nu´mero de Weissenberg.
Neste cap´ıtulo sa˜o demonstradas as caracter´ısticas principais do software Open-
FOAM, bem como os passos necessa´rios para correr uma simulac¸a˜o para este estudo.
Saˆo tambe´m apresentadas as definic¸o˜es adicionais introduzidas com a ferramenta
rheoTool, como e´ esclarecido por Pimenta e Alves [1] no manual disponibilizado [22].
4.1 Organizac¸a˜o de pastas
Os dados de qualquer caso de estudo do OpenFOAM esta˜o contidos num direto´rio
(figura 4.1), atrave´s de uma se´rie de ficheiros organizados em treˆs tipos de sub-
direto´rios:
-constant, que conte´m um sub-direto´rio denominado polyMesh onde e´ definida
a malha que se pretende gerar e tambe´m conte´m a informac¸a˜o da malha apo´s ser
gerada. Aqui tambe´m se encontra o diciona´rio constitutiveProperties, exclusivo da
aplicac¸a˜o rheoTool, onde esta˜o presentes os paraˆmetros fixos da simulac¸a˜o, como
propriedades f´ısicas e informac¸a˜o alusiva aos modelos constitutivos. Um exemplo
deste ficheiro e´ apresentado no apeˆndice A.
-system, onde se encontram os ficheiros de controlo da simulac¸a˜o e do me´todo
nu´merico. Os principais diciona´rios neste direto´rio sa˜o o controlDict, que permite
controlar definic¸o˜es como o passo temporal, o tempo de simulac¸a˜o e o limite de
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nu´mero de Courant, o fvSchemes contendo os me´todos de discretizac¸a˜o das equac¸o˜es
diferenciais e o fvSolutions, onde sa˜o definidos os solvers das equac¸o˜es.
-time directories, ou direto´rios de tempo. E´ nestas pastas que se encontram
registados os campos de cada varia´vel calculados para cada instante de tempo. An-
tes de correr a simulac¸a˜o existe apenas o direto´rio de tempo relativo ao instante
inicial, denominado de 0, onde sa˜o definidas, pelo utilizador, as condic¸o˜es iniciais
do escoamento. Como referido no capitulo 3, a ferramenta rheoTool utiliza a abor-
dagem da conformac¸a˜o logar´ıtmica, pelo que ha´ que considerar um novo campo,
theta, representativo do logaritmo natural do tensor de conformac¸a˜o (Θ), ale´m dos
campos t´ıpicos ja´ existentes no solver original do OpenFOAM, sejam eles p, U e
tau relativos a` pressa˜o, velocidade e tensa˜o, respetivamente. Sa˜o tambe´m calcula-
dos os vetores pro´prios, eigVecs (representados por R) e os valores pro´prios, eigVals
(representados por Λ), que resultam da diagonalizac¸a˜o do tensor de conformac¸a˜o.
Apesar de na˜o ser necessa´rio definir estes u´ltimos dois campos no instante inicial,
eles sera˜o lidos, se estiverem presentes.
Figura 4.1: Estrutura do direto´rio de um caso em OpenFOAM (figura retirada do manual [23]).
4.2 Pre´-processamento
4.2.1 Criac¸a˜o da malha
Como ja´ esclarecido no cap´ıtulo 3 as simulac¸o˜es nu´mericas realizadas em Open-
FOAM sa˜o baseadas no me´todo dos volumes finitos, pelo que e´ necessa´rio represen-
tar o domı´nio f´ısico em estudo na forma de uma malha bem definida.
A definic¸a˜o geome´trica da malha encontra-se no ficheiro blockMeshDict do
subdireto´rio polyMesh, onde o utilizador pode criar uma malha de ra´ız, ou alterar
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uma malha ja´ criada para outro caso de estudo. Para criar uma malha sa˜o primeiro
definidos todos os ve´rtices da geometria atrave´s de coordenadas cartesianas, seguido
da criac¸a˜o dos blocos. Os blocos sa˜o geometrias hexae´dricas, contendo oito ve´rtices,
que sa˜o divididos em va´rias ce´lulas a` descric¸a˜o do utilizador. De notar que, quanto
maior o nu´mero de ce´lulas imposto, mais refinada se torna a malha, o que significa
mais tempo necessa´rio para concluir uma simulac¸a˜o, mas, em simultaˆneo, o seu resul-
tado tera´ maior precisa˜o. Tambe´m e´ poss´ıvel adicionar um gradiente de expansa˜o
a um bloco, aumentando assim o tamanho das ce´lulas, relativamente a` anterior,
numa dada direc¸a˜o. Isto pode ser vantajoso para zonas do domı´nio f´ısico onde as
propriedades do fluido na˜o sa˜o consideradas importantes para o caso de estudo, ou
seja, aumentando o espac¸amento das ce´lulas nessas zonas implica um menor nu´mero
de ce´lulas utilizado e, consequentemente, menos tempo requerido para correr uma
simulac¸a˜o, mas tambe´m menor precisa˜o no resultado. As arestas dos blocos sa˜o, por
definic¸a˜o, retas, apesar de ser poss´ıvel tambe´m definir curvas se necessa´rio.
4.2.2 Condic¸o˜es de fronteira
Ainda no ficheiro blockMeshDict e´ poss´ıvel dividir as fronteiras da geometria em
va´rias regio˜es, ou patches, a`s quais e´ associado um ro´tulo que define o tipo de
condic¸a˜o de fronteira dessa regia˜o com o exterior fict´ıcio.
Utilizando estes ro´tulos torna-se poss´ıvel definir, para cada patch, as condic¸o˜es
de fronteira e os campos iniciais, no direto´rio de tempo do instante inicial, fechando
assim o sistema de equac¸o˜es que governa o escoamento. Os principais tipos de
condic¸o˜es de fronteira utilizadas neste estudo sa˜o fixedValue, que impo˜e um valor
fixo sobre a superf´ıcie do patch para todos os instantes da simulac¸a˜o (condic¸a˜o de
Dirichlet), extST, para extrapolac¸a˜o das tenso˜es, e zeroGradient, que impo˜e um
gradiente nulo ao campo em toda a superf´ıcie do patch (condic¸a˜o de Neumann).
4.2.3 Equac¸o˜es discretizadas e soluc¸a˜o
No cap´ıtulo 3 e´ esclarecido que os escoamentos regem-se por uma se´rie de equac¸o˜es
diferenciais parciais.
Uma vez que estas equac¸o˜es dependem de dimenso˜es espaciais e do tempo,
de cara´ter cont´ınuo, para serem resolvidas em dinaˆmica dos fluidos computacional
e´ necessa´rio substitu´ı-las por aproximac¸o˜es discretas. Atrave´s deste processo, a dis-
cretizac¸a˜o, as varia´veis tornam-se conhecidas para instantes de tempo espec´ıficos so´
nalgumas posic¸o˜es espaciais, o que se traduz num certo erro. O me´todo nume´rico
aplicado deve conseguir reduzir esse erro para valores aceita´veis, embora isto tambe´m
dependa do grau de refinamento da malha no espac¸o e no tempo, para ale´m da or-
dem dos me´todos de discretizac¸a˜o.
No ficheiro fvSchemes do subdireto´rio system especificam-se os me´todos de
discretizac¸a˜o dos volumes finitos utilizados para resolver as derivadas e tambe´m
os esquemas de interpolac¸a˜o centro-face. Neste subdireto´rio encontra-se tambe´m o
ficheiro fvSolutions onde sa˜o definidas as soluc¸o˜es, solvers, das equac¸o˜es alge´bricas.
O conteu´do destes ficheiros e´ apresentado tambe´m no apeˆndice A.
22 Cap´ıtulo 4. Descric¸a˜o do software
4.2.4 Controlo da simulac¸a˜o
O u´ltimo passo antes de correr uma simulac¸a˜o em OpenFOAM e´ definir os paraˆmetros
de execuc¸a˜o do solver, nomeadamente, os instantes inicial e final da simulac¸a˜o, o
passo temporal entre ca´lculos e o intervalo de tempo em que sa˜o registados os cam-
pos existentes e a sua precisa˜o. Todas estas definic¸o˜es podem ser alteradas pelo
utilizador no diciona´rio controlDict do subdireto´rio system. Tambe´m o atributo co-
ded functionObjects pode ser definido neste ficheiro, permitindo extrair valores de
varia´veis de interesse, para cada passo temporal, enquanto decorre a simulac¸a˜o.
Para que se atinja estabilidade nume´rica e para que os campos de varia´veis
convirgam para valores aceita´veis e´ necessa´rio impor um paraˆmetro em cada ce´lula,
o nu´mero de Courant, que relaciona o passo temporal, δt, com a magnitude da
velocidade da ce´lula, | u |, e com o tamanho da ce´lula na direc¸a˜o da velocidade, δx,
da seguinte forma
Co =
δt | u |
δx
(4.1)
De modo a haver estabilidade e boa convergeˆncia da soluc¸a˜o, e´ imposto um
valor ma´ximo para o nu´mero de Courant de 1, para toda a malha. E´ uma pra´tica
comum determinar o valor ma´ximo de δt para o pior caso poss´ıvel, ou seja, a ce´lula de
menores dimenso˜es onde o efeito da velocidade e´ superior, garantindo assim Co < 1
em todo o domı´nio. Tambe´m e´ poss´ıvel realizar simulac¸o˜es com um passo temporal
ajusta´vel, sendo um novo δt calculado a cada instante, tendo em conta um valor
ma´ximo do nu´mero de Courant, definido pelo utilizador.
4.3 Iniciar uma simulac¸a˜o
Finalizado o pre´-processamento o utilizador pode correr a simulac¸a˜o inserindo o
nome do solver (rheoFoam, no presente caso de estudo) na janela de comandos. Uma
simulac¸a˜o em OpenFOAM podera´ correr de duas maneiras: em primeiro plano, onde
todo o progresso da simulac¸a˜o e´ apresentado na janela de comandos; em segundo
plano, podendo a informac¸a˜o da simulac¸a˜o ser guardada num ficheiro, mantendo
assim o terminal livre para realizar outras tarefas.
4.4 Po´s-processamento
Inclu´ıda na instalac¸a˜o do software OpenFOAM, a aplicac¸a˜o gra´fica ParaView dispo˜e
de va´rias ferramentas que permitem interagir com a malha de estudo em 3D e ob-
servar os campos de cada varia´vel em qualquer instante de tempo associado a um
direto´rio de tempo gravado durante a simulac¸a˜o.
4.5 Considerac¸o˜es finais
Torna-se bastante claro que a complexidade das equac¸o˜es e iterac¸o˜es envolvidas no
presente caso de estudo, implica a necessidade de utilizac¸a˜o de um computador com
elevada capacidade de processamento, de modo a realizar as simulac¸o˜es num espac¸o
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de tempo via´vel para a realizac¸a˜o deste estudo.
Foi disponibilizado enta˜o, pela FEUP, acesso aos recursos de High Perfor-
mance Computing (HPC), que consistem num conjunto organizado de clusters de
ma´quinas com tecnologia semelhante a` encontrada num computador convencional,
mas com processadores (CPU’s) mais poderosos, mais memo´ria RAM e uma rede
muito mais ra´pida que qualquer uma de n´ıvel de consumidor.
O cluster em questa˜o foi o Avalanche, o mais recentemente adquirido pela
FEUP, composto por 29 no´s, tendo cada no´ 16 processadores, 64 a 128 GB de
memo´ria RAM e uma ligac¸a˜o de rede InfiniBand de 40 Gbps. O armazenamento
central e´ de 10 TB tendo cada no´ 500 GB de armazenamento local. O sistema
operativo utilizado e´ o Scientific Linux, versa˜o 6.
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Cap´ıtulo 5
Verificac¸a˜o do me´todo nume´rico
O caso de estudo presente envolve uma geometria cross-slot com quatro canais or-
togonais, com duas entradas de escoamento (Norte e Oeste) e duas sa´ıdas (Este e
Sul) como pode ser observado na figura 5.1. Como ja´ referido no cap´ıtulo 2 esta
configurac¸a˜o de entradas e´ diferente de qualquer outra existente na literatura para
escoamentos de fluidos viscoela´sticos, sendo que a mais t´ıpica seria duas entradas
colineares (Este e Oeste) e duas sa´ıdas colineares (Norte e Sul).
Figura 5.1: Representac¸a˜o esquema´tica da micro-geometria cross-slot, onde U e´ a velocidade me´dia
imposta nas entradas e H e´ a largura caracter´ıstica dos canais.
Nos escoamentos aqui estudados e´ imposto aos fluidos uma velocidade me´dia
(U) de 1 m/s, uma massa volume´trica (ρ) de 1 kg/m3 e as viscosidades polime´rica
(ηP ) e do solvente (ηS) sa˜o variadas conforme o modelo utilizado, de modo a definir
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valores fixos para β, sendo que a viscosidade total e´ η = ηP +ηS . Apesar de Re 6= 0,
e´ poss´ıvel reproduzir este escoamento numericamente, ignorando o termo inercial da
equac¸a˜o da quantidade de movimento, como e´ demonstrado no ficheiro fvSchemes
no apeˆndice A. Assim e´ garantido que os escoamentos sa˜o apenas caracterizados por
efeitos ela´sticos e viscosos.
As propriedades f´ısicas usadas na˜o sa˜o realistas, mas escolheram-se esses valo-
res para simplificar os ca´lculos, uma vez que os resultados sera˜o sempre apresentados
na forma adimensional.
Dos modelos constitutivos para fluidos viscoela´sticos utilizados, pode-se afir-
mar que o modelo UCM e´ o que implica maior dificuldade de simulac¸a˜o nume´rica e e´,
por isso, normalmente limitado para escoamentos com baixas taxas de deformac¸a˜o.
Isto deve-se ao facto do modelo na˜o limitar a extensa˜o das mole´culas, podendo as
tenso˜es tornar-se infinitas. Sendo o modelo UCM de maior dificuldade de simulac¸a˜o
nume´rica e´ seguro assumir que, escolhendo uma malha bem refinada para este mo-
delo, esta sera´ tambe´m adequada para os modelos Oldroyd-B e sPTT.
Para definir o domı´nio geome´trico foi utilizada uma malha ja´ existente, dis-
ponibilizada nos tutoriais do rheoTool, com as alterac¸o˜es necessa´rias efetuadas para
se adequar a este caso de estudo. E´ apresentada na figura 5.2 uma ilustrac¸a˜o da
malha em questa˜o, a largura dos canais tem o valor caracter´ıstico H e o com-
primento dos canais de entrada e sa´ıda do escoamento e´ de 10H. O quadrado
central e´ composto de 51x51 ce´lulas uniformes com um espac¸amento mı´nimo de
∆xmin = ∆ymin = 0.019608H ' 0.02H e cada canal tem 60 ce´lulas ao longo do
seu comprimento cujo espac¸amento aumenta com o afastamento da regia˜o central
da malha, perfazendo um total de 14841 ce´lulas. A literatura [4] demonstra que di-
minuir assim o refinamento da malha ao longo dos canais tem um efeito despreza´vel
no ca´lculo do Wi cr´ıtico e no padra˜o do escoamento, ale´m de que o estudo consiste
na ana´lise da zona central da geometria onde o escoamento e´, de facto, concentrado.
Figura 5.2: Malha representativa do domı´nio f´ısico do caso de estudo (M51).
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De modo a validar a malha escolhida para este estudo foi necessa´rio determi-
nar o erro associado a` sua implementac¸a˜o em simulac¸o˜es nume´ricas. Para tal, foi
utilizado o me´todo de extrapolac¸a˜o de Richardson [11] , que permite obter o valor
da varia´vel pretendida (φ) mais pro´ximo da realidade, atrave´s de um conjunto de
malhas com diferentes graus de refinamento. Foi determinado enta˜o o valor cr´ıtico
de Wi para treˆs malhas diferentes e, apo´s obtido φ por extrapolac¸a˜o, foi poss´ıvel
calcular o erro associado a cada uma das malhas.
A ordem de convergeˆncia e o valor extrapolado podem ser calculados atrave´s





φextrapolado = φh +
φh − φ2h
2pc − 1 (5.2)
onde 4h diz respeito a` malha menos refinada e h a` mais refinada. O valor extrapolado
foi calculado para pc = 2 por ser pro´ximo da ordem esperada pelos me´todos usados
pelo rheoFoam. Os resultados das treˆs malhas esta˜o apresentados na tabela 5.1,
inclusive o erro relativo, em que M51 define a malha descrita anteriormente, escolhida
para a realizac¸a˜o do presente estudo nume´rico.
Tabela 5.1: Dados relativos a` validac¸a˜o da malha deste estudo
Malha ∆xmin Wicrit εr(%)
M25 1/25 1.55 19.14
M51 1/51 1.26 0.53
M101 1/101 1.255 0.13
φ 1.2533
Aqui observa-se que o nu´mero de Weissenberg cr´ıtico tende a diminuir com
o refinamento da malha e que o erro associado a` malha escolhida para este estudo
nume´rico (M51) e´ despreza´vel (≈ 0, 5%), pelo que e´ seguro afirmar que as simulac¸o˜es
reproduzira˜o resultados de alta precisa˜o.
Tambe´m na figura 5.3 e´ poss´ıvel observar a evoluc¸a˜o do valor cr´ıtico de Wi
em func¸a˜o do comprimento mı´nimo das ce´lulas de cada malha.
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Figura 5.3: Variac¸a˜o do Wi cr´ıtico em func¸a˜o do tamanho mı´nimo das ce´lulas de cada malha usada
e outras simulac¸o˜es realizadas.
Cap´ıtulo 6
Resultados
6.1 Diagramas de estabilidade
Os gra´ficos seguintes ilustram as simulac¸o˜es efetuadas, para diferentes valores de
elasticidade (Wi) e modelos constitutivos. Uma vez que na˜o foi detetada nenhuma
transic¸a˜o para escoamento assime´trico estaciona´rio em nenhum dos casos estudados
neste trabalho, o nu´mero de Weissenberg tomado como cr´ıtico e´ o valor a partir do
qual o escoamento torna-se dependente do tempo, oscilando quase periodicamente.
Na figura 6.1 e´ apresentado o diagrama de estabilidade para os modelos em
que na˜o e´ considerado o limite de extensa˜o das mole´culas (ε = 0), ou seja, UCM e
Oldroyd-B. A adic¸a˜o do solvente Newtoniano traduz-se em valores cr´ıticos de Wi
mais elevados, especialmente acima de β = 0.5.
Figura 6.1: Diagrama de estabilidade dos modelos constitutivos UCM (β = 0) e Oldroyd-B (β =
0.1, 0.5 e 0.9).
E´ de notar que os valores de Wi a partir do qual o escoamento se torna
insta´vel sa˜o bastante mais elevados que os valores da literatura [4, 6] para o escoa-
mento cla´ssico no cross-slot. Ao analisar os resultados em que foi utilizado o modelo
sPTT, concluiu-se que os valores de Wi cr´ıtico tornam-se de tal forma elevados que
chegam a na˜o permitir realizar simulac¸o˜es de forma realista. Mais especificamente,
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para casos em que o Wi cr´ıtico ultrapassa o valor de 100, o tempo de simulac¸a˜o
necessa´rio, para garantir que o escoamento atinge o equil´ıbrio, seria de pelo menos
10000 segundos, o que exigiria uma capacidade computacional bastante superior a`
disponibilizada. Por este motivo na˜o foi poss´ıvel, devido ao prazo estabelecido para
finalizar este estudo, encontrar o valor cr´ıtico de Wi para todos os casos analisados.
Ainda que incompletos, os diagramas de estabilidade do modelo sPTT esta˜o
apresentados nas figuras 6.2 e 6.3, para ε = 0.02 e ε = 0.25, respetivamente.
Figura 6.2: Diagrama de estabilidade do modelo constitutivo sPTT, com ε = 0.02.
Como no caso anterior, o aumento de β faz acrescer o valor cr´ıtico do nu´mero
de Weissenberg, mas de forma bastante mais pronunciada e este toma tambe´m va-
lores muito mais elevados. No caso da figura 6.2, a partir de um certo valor de β
(≈ 0.2), torna-se bastante dif´ıcil de identificar o Wi cr´ıtico. Aumentar o paraˆmetro
ε afeta bastante o Wi cr´ıtico, ao ponto de, no caso da figura 6.3 ja´ na˜o ser poss´ıvel
identifica´-lo na gama estudada.
Figura 6.3: Diagrama de estabilidade do modelo constitutivo sPTT, com ε = 0.25.
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A tabela 6.1 indica os valores cr´ıticos de Wi identificados para cada modelo.
Tabela 6.1: Valores de Wi cr´ıtico obtidos para diferentes modelos constitutivos
ε = 0 (Oldroyd-B) ε = 0.02 (sPTT)
β = 0 (UCM) β = 0.1 β = 0.5 β = 0.9 β = 0 β = 0.1 β = 0.2
1.26 1.625 2.05 5.35 4.3 17.5 —
6.2 Regime estaciona´rio
Nesta secc¸a˜o e´ demonstrado como variam os campos de velocidade, tenso˜es e tipo
de escoamento com o aumento de Wi, para diferentes modelos constitutivos. Todas
as va´ria´veis analisadas nesta secc¸a˜o foram apresentadas na sua forma adimensional.
As figuras representativas destes resultados foram obtidas atrave´s do utilita´rio
paraView, como ja´ referido no cap´ıtulo 4 e todos os campos seguidamente apresen-
tados sa˜o relativos ao instante final de cada simulac¸a˜o, que varia com o tempo de
relaxac¸a˜o do fluido (≈ 100λ). Uma vez que interessa avaliar as alterac¸o˜es na zona da
bifurcac¸a˜o, todas as figuras apresentadas foram concentradas nessa zona, de modo
a facilitar a sua compreensa˜o.
Um dos principais objetivos e´ investigar a poss´ıvel existeˆncia de um valor
de Wi cr´ıtico a partir do qual o escoamento muda de estaciona´rio sime´trico para
estaciona´rio assime´trico, como previso na literatura para o cross-slot padra˜o [3, 4, 6,
5, 19, 7, 8, 9]. Independentemente de isto se verificar ou na˜o, e´ tambe´m pretendido
continuar a avaliar os escoamentos em cada modelo para nu´meros de Weissenberg
crescentes ate´ se atingir um outro valor cr´ıtico, a partir do qual o escoamento se
torna insta´vel e dependente do tempo.
6.2.1 Modelo UCM
O primeiro modelo a ser apresentado e´ o matematicamente mais simples, mas nume-
ricamente mais complexo. Sera˜o analisados e comparados os mapas de velocidade,
tensa˜o e tipo de escoamento (flowtype) para diferentes valores de Wi. Sendo o pri-
meiro modelo a ser simulado, e´ poss´ıvel afirmar desde ja´ que os efeitos do aumento
de Wi e se encontram bem presentes no escoamento, principalmente observando os
resultados para a velocidade e tensa˜o de corte.
6.2.1.1 Velocidade
Analisando a figura 6.4 podemos comparar os mapas da magnitude da velocidade
adimensional (‖ u ‖) de 4 fluidos UCM com diferentes valores de Wi, sendo que o
u´ltimo corresponde ao escoamento cujo valor de Wi e´ cr´ıtico.
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Figura 6.4: Mapas da magnitude da velocidade (‖ u ‖ /U), com linhas de corrente sobrepostas, para
o modelo UCM a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.4,(c) Wi=0.8 e (d) Wi=1.26 (cr´ıtico).
O aumento de Wi traduz-se claramente num aumento da velocidade ma´xima
do escoamento, apesar das regio˜es onde e´ verificada esta magnitude se tornarem
progressivamente mais concentradas.
E´ de notar tambe´m uma aparente separac¸a˜o dos escoamentos no centro da
bifurcac¸a˜o, onde a magnitude da velocidade toma valores pro´ximos de zero. Este
feno´meno tambe´m intensifica com o aumento de Wi. Para valores mais elevados do
nu´mero de Weissenberg observam-se recirculac¸o˜es cada vez mais pronunciadas, junto
a`s paredes dos brac¸os de entrada do escoamento, a montante dos ve´rtices superior
direito e inferior esquerdo.
De notar que para este modelo foi apenas identificado um valor cr´ıtico, em que
o escoamento passa de sime´trico estaciona´rio diretamente para na˜o-estaciona´rio. Por
outras palavras, a assimetria estaciona´ria descrita na literatura, para o cross-slot
padra˜o, na˜o se estabelece neste caso de estudo. No entanto, e´ poss´ıvel observar
outro efeito em que a convergeˆncia dos escoamentos aparenta recuar do centro para
as entradas da bifurcac¸a˜o com o aumento da elasticidade.
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6.2.1.2 Tipo de escoamento (flowType)
Como ja´ mencionado na secc¸a˜o 3.6, o OpenFOAM disponibiliza a ferramenta flowType
que, atrave´s dos resultados da velocidade de um caso de estudo, calcula o paraˆmetro
ξ representativo do tipo de escoamento. Para analisar os mapas de ξ ha´ que consi-
derar que, para ξ = 1, correspondente a` cor vermelha, o escoamento e´ considerado
extensional, para ξ = 0 (verde) o escoamento e´ puramente de corte e ξ = −1 (azul)
corresponde a rotac¸a˜o de corpo so´lido.
Fazendo uma ana´lise global a` figura 6.5 pode-se afirmar que os escoamentos sa˜o
maioritariamente de corte (shear), excepto nas imediac¸o˜es da zona de bifurcac¸a˜o,
onde existem tambe´m algumas regio˜es de escoamento extensional e rotac¸a˜o de corpo
so´lido.
Figura 6.5: Mapas do paraˆmetro de tipo de escoamento (ξ), com linhas de corrente sobrepostas,
para o modelo UCM a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.4, (c) Wi=0.8 e (d) Wi=1.26 (cr´ıtico).
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No primeiro caso, de elasticidade mais reduzida (Wi = 0.1), enquanto que
parte do fluido na entrada da bifurcac¸a˜o escoa uniformemente em torno do ve´rtices
superior direito e inferior esquerdo, outra aparenta ser ligeiramente comprimida na
direc¸a˜o do centro da bifurcac¸a˜o e de seguida esticada simetricamente, na direc¸a˜o do
centro dos escoamentos de sa´ıda. Com o aumento de Wi ha´ uma perda de unifor-
midade neste perfil, apesar de ainda haver simetria entre os dois escoamentos.
Observa-se tambe´m que os efeitos extensionais ficam cada vez mais concen-
trados pro´ximo do centro de cada corrente e o surgimento de uma zona no centro
da bifurcac¸a˜o, dominada por escoamento de corte, excepto na regia˜o de separac¸a˜o
dos escoamentos, onde se observa uma linha de escoamento onde as part´ıculas sa˜o
comprimidas na direc¸a˜o do ponto de estagnac¸a˜o (ve´rtice inferior direito).
Como esperado, o escoamento no presente caso de estudo nunca chega a atingir
o estado assime´trico estaciona´rio observado nos escoamentos no cross-slot padra˜o,
onde o ponto de estagnac¸a˜o coincide com o centro geome´trico da malha. Esta assi-
metria pode ser considerada como uma resposta do escoamento a` natureza altamente
compressiva a que as part´ıculas do fluido sa˜o sujeitas a montante do ponto de es-
tagnac¸a˜o tendo como analogia o feno´meno de ”buckling” observado em vigas longas
e jatos de fluidos viscosos [4]. Como no caso de estudo presente as entradas de
escoamento sa˜o adjacentes, o ponto de estagnac¸a˜o deixa de corresponder ao centro
geome´trico da bifurcac¸a˜o e desloca-se para o ve´rtice inferior direito, ou seja, ate´ e´
poss´ıvel que a elevada compressa˜o do fluido possa causar instabilidades na zona do
ponto de estagnac¸a˜o, mas como o escoamento passa a corte a jusante deste ponto
na˜o se chega a instalar nenhuma assimetria em estado estaciona´rio.
6.2.1.3 Tensa˜o de corte
Os valores de tensa˜o de corte caracter´ıstica (τxy/[ηU/H]) deste escoamento, repre-
sentados na figura 6.6, da˜o um bom exemplo dos efeitos do aumento da elasticidade
dos fluidos.
A primeira observac¸a˜o e´ relativa ao surgimento de uma concentrac¸a˜o de tenso˜es
de corte negativas que se estende desde o cruzamento dos escoamentos de entrada ate´
ao centro da bifurcac¸a˜o e cuja magnitude aumenta com Wi. A crescente elasticidade
do fluido leva a uma ligeira compressa˜o das part´ıculas nesta regia˜o e a velocidade
do fluido toma valores pro´ximos de zero (comparac¸a˜o com os perfis anteriores).
Tambe´m sa˜o observa´veis algumas tenso˜es de corte negativas nas zonas dos
ve´rtices superior direito e inferior esquerdo, possivelmente devido a efeitos de recir-
culac¸a˜o nas imediac¸o˜es.
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Figura 6.6: Mapas da tensa˜o de corte (τxy/[ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas, para o
modelo UCM a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.4,(c) Wi=0.8 e (d) Wi=1.26 (cr´ıtico).
Na regia˜o do ponto de estagnac¸a˜o (ve´rtice inferior direito) existe uma con-
centrac¸a˜o de tenso˜es de corte positivas, que pode ser associada a` zona de alta taxa
de deformac¸a˜o do fluido mencionada anteriormente, onde o escoamento passa de
extensional a corte. No caso do Wi cr´ıtico esta concentrac¸a˜o de tenso˜es parece que
alivia e distribui-se nas paredes da geometria a jusante do ponto de estagnac¸a˜o.
Com o desenvolvimento dos feno´menos de recirculac¸a˜o anteriormente men-
cionados, nos escoamentos a Wi mais elevado, surgem tambe´m tenso˜es de corte
positivas nas suas imediac¸o˜es, cuja intensidade aumenta com a elasticidade.
6.2.1.4 Diferenc¸a das tenso˜es normais
A figura 6.7, representa os mapas da primeira diferenc¸a das tenso˜es normais, na sua
forma adimensional (N1/[ηU/H] = (τxx − τyy)/[ηU/H]).
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Figura 6.7: Mapas da primeira diferenc¸a das tenso˜es normais (N1/[ηU/H]), com linhas de corrente
sobrepostas, para o modelo UCM a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.4, (c) Wi=0.8 e (d) Wi=1.26 (cr´ıtico).
O campo de N1 mante´m-se maioritariamente nulo para todas as simulac¸o˜es,
com apenas algumas regio˜es de tenso˜es normais elevadas localizadas. No primeiro
caso, de elasticidade praticamente nula (Wi = 0.1), existem apenas dois picos de
tensa˜o, localizados imediatamente a montante dos ve´rtices superior direito e inferior
esquerdo (imediac¸o˜es da recirculac¸a˜o) e uma ligeira distribuic¸a˜o de tenso˜es na regia˜o
das paredes a jusante destes ve´rtices e do ponto de estagnac¸a˜o. Aumentando o
Wi, estes picos tendem a difundir-se e a recuar no escoamento, acompanhando o
surgimento das zonas de recirculac¸a˜o e a intensidade de N1 tambe´m aumenta.
Para valores de Wi mais elevados sa˜o identificadas tenso˜es em quase todas as
paredes da geometria, mais pronunciadamente a jusante dos ve´rtices superior direito
e inferior esquerdo.
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6.2.2 Modelo Oldroyd-B - β = 0.1
Seguidamente observou-se o efeito da adic¸a˜o de um solvente viscoso no padra˜o do
escoamento, recorrendo ao uso do modelo constitutivo Oldroyd-B. Nesta secc¸a˜o sa˜o
analisados novamente os campos de velocidade, tensa˜o e tipo de escoamento para
um fluido com raza˜o de solvente, β = 0.1.
6.2.2.1 Velocidade
Comparando os mapas de velocidade (‖ u ‖ /U) apresentados na figura 6.8 com o
primeiro caso (UCM), na˜o sa˜o observa´veis grandes diferenc¸as, tanto no aspeto geral
dos perfis, como no papel que o aumento da elasticidade desempenha no surgimento
de feno´menos como recirculac¸o˜es e separac¸a˜o dos escoamentos.
Figura 6.8: Mapas da magnitude da velocidade (‖ u ‖ /U), com linhas de corrente sobrepostas, para
o modelo Oldroyd-B (β=0.1) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.5, (c) Wi=1 e (d) Wi=1.625 (cr´ıtico).
A observac¸a˜o mais pertinente a fazer apo´s a ana´lise deste caso seria que a
adic¸a˜o do solvente viscoso aparenta ter um efeito amenizador no surgimento de
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instabilidades ela´sticas, causando um ligeiro aumento no valor de Weissenberg cr´ıtico
(Wicrit = 1.625), o que vai em acordo com a literatura [6, 19]
6.2.2.2 Tipo de escoamento (flowType)
A` primeira vista, os campos apresentados na figura 6.9 na˜o variam muito em forma
quando comparados com os fluidos UCM.
E´ para os valores de Wi mais elevados que podemos observar uma reduc¸a˜o nas
zonas de rotac¸a˜o de corpo so´lido (azul) e tambe´m uma ligeira reduc¸a˜o de escoamento
extensional nas sa´ıdas da bifurcac¸a˜o e continua a existir uma zona de compressa˜o
na direc¸a˜o do ponto de estagnac¸a˜o.
Figura 6.9: Mapas do paraˆmetro de tipo de escoamento (ξ), com linhas de corrente sobrepostas,
para o modelo Oldroyd-B (β=0.1) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.5, (c) Wi=1 e (d) Wi=1.625 (cr´ıtico).
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6.2.2.3 Tensa˜o de corte
Comparando os mapas da figura 6.10 com as tenso˜es de corte no modelo UCM, es-
tes sa˜o muito semelhantes. Continuam-se a observar tenso˜es negativas nos ve´rtices
superior direito e inferior esquerdo que se difundem cada ve mais com Wi e pare-
cem acompanhar a evoluc¸a˜o das recirculac¸o˜es localizadas na mesma regia˜o. Com o
aparecimento das recirculac¸o˜es surgem tambe´m tenso˜es positivas na sua periferia.
Figura 6.10: Mapas da tensa˜o de corte (τxy/[1.111ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas, para
o modelo Oldroyd-B (β=0.1) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.5, (c) Wi=1 e (d) Wi=1.625 (cr´ıtico).
A concentrac¸a˜o de tenso˜es na regia˜o do ponto de estagnac¸a˜o continua presente
e, tal como no fluido UCM, diminui em a´rea com o aumento de Wi ate´ se estabele-
cerem as instabilidades (Wi = 1.625), difundindo-se pelas paredes a jusante.
De referir que tanto as tenso˜es positivas como negativas aqui identificadas
tomam intensidades ligeiramente superiores ao modelo UCM, mas tambe´m os valores
de Wi dos fluidos apresentados sa˜o maiores.
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6.2.2.4 Diferenc¸a das tenso˜es normais
Tal como nos casos anteriores, o aspeto dos campos deN1 para este modelo assemelha-
se muito ao caso UCM.
Analisando a figura 6.11 podemos novamente ver dois picos de N1 na zona dos
ve´rtices superior direito e inferior esquerdo que, com o aumento da elasticidade do
fluido distribuem-se pelas paredes a jusante e pela periferia das recirculac¸o˜es que
surgem a montante, aumentando tambe´m em intensidade.
E´ tambe´m poss´ıvel observar o surgimento de tenso˜es nas paredes a montante do
ve´rtice superior esquerdo e tambe´m na regia˜o do ponto de estagnac¸a˜o, que aparentam
distribuir-se cada vez mais uniformemente pelas paredes a jusante, com o aumento
de Wi.
Figura 6.11: Mapas da diferenc¸a de tenso˜es normais (N1/[1.111ηU/H]), com linhas de corrente so-
brepostas, para o modelo Oldroyd-B (β=0.1) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.5, (c) Wi=1 e (d) Wi=1.625
(cr´ıtico).
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De notar que, apesar das semelhanc¸as no aspeto, o mapa de N1 para o modelo
Oldroyd-B apresenta intensidades mais elevadas que no caso UCM, provavelmente
por estarmos a lidar com valores de Wi ligeiramente superiores.
6.2.3 Modelo Oldroyd-B - β = 0.5
Para verdadeiramente avaliar o efeito da introduc¸a˜o de um solvente viscoso foi ne-
cessa´rio realizar mais simulac¸o˜es para valores de β superiores. Ao analisar os resul-
tados dos fluidos com β = 0.5 ja´ e´ poss´ıvel identificar certas discrepaˆncias com os
resultados dos casos apresentados nas secc¸o˜es anteriores.
6.2.3.1 Velocidade
Em relac¸a˜o aos campos apresentados na figura 6.12, a primeira observac¸a˜o que se
pode fazer e´ que, de facto, a adic¸a˜o do solvente aparenta ter um efeito estabilizador
nos feno´menos ela´sticos identificados anteriormente, como ja´ se suspeitava no caso
dos fluidos com β = 0.1.
Apesar de menos pronunciados, estes efeitos na˜o deixam de estar presentes e
a separac¸a˜o dos escoamentos continua a aumentar com a elasticidade, mas o fluido
na˜o chega a atingir velocidades ta˜o reduzidas nesta regia˜o como para β = 0 (UCM)
ou β = 0.1, para valores de Wi superiores.
Ainda se verifica o surgimento de recirculac¸o˜es na regia˜o a montante dos
ve´rtices superior direito e inferior esquerdo, que se intensificam com Wi, no en-
tanto, apesar dos valores de Wi serem superiores nestes escoamentos, e´ claro que o
feno´meno e´ mais reduzido para este modelo.
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Figura 6.12: Mapas da magnitude da velocidade (‖ u ‖ /U), com linhas de corrente sobrepostas,
para o modelo Oldroyd-B (β=0.5) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.7, (c) Wi=1.4 e (d) Wi=2.05 (cr´ıtico).
6.2.3.2 Tipo de escoamento (flowType)
Antes de se fazer uma ana´lise pormenorizada aos resultados presentes na figura 6.13
e´ ja´ bastante claro o papel que a introduc¸a˜o de um solvente tem na uniformizac¸a˜o
do escoamento.
Continuamos a ter regio˜es de escoamento extensional que se afastam do centro
da bifurcac¸a˜o com o aumento de Wi mas bastante mais organizadas, mesmo para
Wi cr´ıtico, que nos modelos analisados anteriormente.
Tal como no caso dos fluidos com β = 0.1 as regio˜es azuis, de rotac¸a˜o de corpo
so´lido, diminuem de intensidade com o aumento de Wi, mas tambe´m mantendo um
aspeto mais coeso.
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Figura 6.13: Mapas do paraˆmetro de tipo de escoamento (ξ), com linhas de corrente sobrepostas,
para para o modelo Oldroyd-B (β=0.5) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.7, (c) Wi=1.4 e (d) Wi=2.05
(cr´ıtico).
6.2.3.3 Tensa˜o de corte
Os mapas de tensa˜o de corte na figura 6.14 sa˜o mais uma prova do efeito estabiliza-
dor do solvente viscoso.
E´ poss´ıvel observar novamente o desenvolvimento de tenso˜es negativas na se-
parac¸a˜o dos escoamentos, cuja intensidade aumenta com Wi, mas o tamanho desta
regia˜o e´ consideravelmente inferior ao dos casos descritos anteriormente, o que pode
ser compara´vel ao facto desta separac¸a˜o na˜o ser ta˜o pronunciada nos resultados da
velocidade deste modelo tambe´m.
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Figura 6.14: Mapas da tensa˜o de corte (τxy/[ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas, para para
o modelo Oldroyd-B (β=0.5) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.7, (c) Wi=1.4 e (d) Wi=2.05 (cr´ıtico).
As tenso˜es negativas localizadas nos ve´rtices superior direito e inferior esquerdo
tambe´m reduzem em intensidade quando comparadas com os dois casos anteriores,
ou seja, todos os feno´menos devido a` elasticidade ate´ agora relatados parecem dimi-
nuir com o aumento da contribuic¸a˜o do solvente (β).
De referir tambe´m que a concentrac¸a˜o de tenso˜es na zona do ponto de es-
tagnac¸a˜o difunde-se nas paredes a jusante bastante antes de se atingir o Wi cr´ıtico,
no entanto, as simulac¸o˜es para este caso foram realizadas tambe´m para valores de
elasticidade superiores aos dos casos anteriores.
6.2.3.4 Diferenc¸a das tenso˜es normais
De todas as varia´veis, N1 e´ sem du´vida a mais incerta. Inicialmente, analisando os
casos de β = 0 e β = 0.1 seria seguro assumir que a introduc¸a˜o do solvente causa
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um aumento na˜o so´ da intensidade das tenso˜es normais localizadas, como tambe´m
da regia˜o afetada por estas tenso˜es.
Observando a figura 6.15, pode-se ver que esse claramente na˜o e´ o caso.
Figura 6.15: Perfil de tenso˜es normais (N1/[ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas, para para
o modelo Oldroyd-B (β=0.5) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=0.7, (c) Wi=1.4 e (d) Wi=2.05 (cr´ıtico).
O aumento da elasticidade dos fluidos continua a traduzir-se num aumento da
intensidade de N1, apesar de nunca atingir valores pro´ximos dos casos anteriores.
O aumento de Wi tambe´m implica, novamente, o desfasamento das tenso˜es
localizadas nos ve´rtices superior direito e inferior esquerdo atrave´s das paredes a
jusante e das recirculac¸o˜es a montante, provavelmente indicando uma relac¸a˜o entre
estas tenso˜es e o surgimento das recirculac¸o˜es.
Para os valores de Wi mais elevados as tenso˜es que surgem junto a`s outras
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paredes, mais pronunciadamente a jusante do ponto de estagnac¸a˜o, apesar de ja´
identificadas nos casos β = 0 e β = 0.1 abrangem regio˜es bastante maiores neste
caso (β = 0.5).
E´ poss´ıvel que a introduc¸a˜o do solvente cause uma reduc¸a˜o nas tenso˜es nor-
mais do escoamento, no entanto, por causar tambe´m um aumento no valor cr´ıtico
de Wi e sendo que os valores de Wi apresentados no caso de β = 0.1 sa˜o superiores
aos do modelo UCM, a introduc¸a˜o de solvente pode ser ainda ta˜o reduzida que o
seu efeito na intensidade de N1 na˜o se equipara ainda ao efeito do aumento de Wi,
aumentando assim os valores de N1.
Para o caso de β = 0.5 isto ja´ na˜o se verifica e apesar de lidarmos com valores
de Wi superiores aos outros dois casos a intensidade de N1 torna-se inferior, no
entanto, as regio˜es onde existem tenso˜es normais tornam-se mais extensas, prova-
velmente resultado do aumento de Wi.
6.2.4 Modelo Oldroyd-B - β = 0.9
Este foi o u´ltimo caso estudado para o modelo Oldroyd-B. Como ja´ foi verificado
a variac¸a˜o do paraˆmetro β influencia significativamente, tanto a natureza do esco-
amento, como o desenvolvimento de feno´menos ela´sticos. Os resultados analisados
aqui, em que a viscosidade do solvente e´ bastante superior a` do pol´ımero, sa˜o defi-
nitivamente os que se distanciam mais de todos outros casos.
6.2.4.1 Velocidade
A primeira observac¸a˜o a fazer dos mapas da figura 6.16 e´ relativa a`s velocidades
locais que sa˜o inferiores aos casos ja´ analisados, apesar de se confirmar que a mag-
nitude aumenta, de facto, com o aumento da elasticidade e estarmos perante fluidos
com valores de Wi bastante superiores aos casos anteriores (quase o dobro).
De facto, confirma-se que o solvente viscoso reduz o efeito dos feno´menos
ela´sticos e possui tambe´m um papel estabilizador no escoamento, sendo que quanto
maior for β, maior sera´ o Wi cr´ıtico, ou seja, mais dificilmente o escoamento se torna
insta´vel e dependente do tempo.
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Figura 6.16: Mapas da magnitude da velocidade (‖ u ‖ /U), com linhas de corrente sobrepostas,
para para o modelo Oldroyd-B (β=0.9) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=1.8, (c) Wi=3.5 e (d) Wi=5.35
(cr´ıtico).
Tanto a separac¸a˜o dos escoamentos na bifurcac¸a˜o como as recirculac¸o˜es nas
paredes de entrada, identificadas anteriormente, sa˜o praticamente inexistentes neste
caso. Apenas no caso de Wicrit = 5.35 e´ poss´ıvel observar o surgimento de reduzidas
zonas de recirculac¸a˜o.
A estrutura em forma de feija˜o na zona de separac¸a˜o, ja´ observada a formar-
se nos casos Oldroyd-B anteriores aparenta ser um efeito da regia˜o de escoamento
extencional cada vez mais concentrada na entrada da bifurcac¸a˜o com o aumento
de Wi e a introduc¸a˜o do solvente, que permite obter valores mais elevados de Wi
acabando por afetar indiretamente este efeito.
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6.2.4.2 Tipo de escoamento (flowType)
Na ana´lise do caso anterior (β = 0.5) observou-se que o solvente tambe´m tem um
efeito estabilizador na aspeto do escoamento. A figura 6.17 prova exatamente o
mesmo ja´ que tanto as regio˜es de escoamento extensional como as de rotac¸a˜o de
corpo so´lido continuam presentes, mas com um aspeto mais ”limpo”e uniforme.
Figura 6.17: Mapas do paraˆmetro de tipo de escoamento (ξ), com linhas de corrente sobrepostas,
para para para o modelo Oldroyd-B (β=0.9) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=1.5, (c) Wi=3.5 e (d) Wi=5.35
(cr´ıtico).
Estes resultados va˜o de acordo com o observado tambe´m nas velocidades,
em relac¸a˜o a` estrutura de ”feija˜o”, onde as part´ıculas do fluido sa˜o comprimidas a`
entrada da bifurcac¸a˜o em direc¸a˜o ao centro da geometria, mas seguidamente sofrem
extensa˜o na direc¸a˜o das condutas de sa´ıda, evitando o centro. Esta zona onde as
part´ıculas sofrem extensa˜o coincide com um pico de velocidades.
As part´ıculas do fluido que entram na bifurcac¸a˜o junto ao ve´rtice superior
esquerdo continuam a ser comprimidas na direc¸a˜o do ponto de estagnac¸a˜o, ainda
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que, com ligeiramente mais intensidade que nos casos anteriores.
Tambe´m a regia˜o de escoamento de corte presente no centro da bifurcac¸a˜o
ocupa uma a´rea bastante reduzida, comparando com os modelos anteriores, apesar
de ainda aumentar ligeiramente com o aumento de Wi.
6.2.4.3 Tensa˜o de corte
Em sintonia com o que ja´ foi observado, o subsequente aumento de β reduz tambe´m
os efeitos ela´sticos identificados nos mapas da tensa˜o de corte.
Analisando a figura 6.18 confirma-se que as tenso˜es negativas identificadas na
zona de separac¸a˜o e nos ve´rtices superior direito e inferior esquerdo reduzem na˜o
so´ em intensidade como tambe´m em a´rea. Em relac¸a˜o a`s tenso˜es nos ve´rtices estas
na˜o se difundem com o aumento de Wi, ao contra´rio dos outros casos, mas tambe´m
ja´ foi observado que este e´ o caso em que se observa uma menor manifestac¸a˜o de
recirculac¸o˜es nas paredes de entrada, ou seja, e´ claro que ambas se relacionam.
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Figura 6.18: Perfil de tenso˜es (τxy/[1.111ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas para para para
o modelo Oldroyd-B (β=0.9) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=1.8, (c) Wi=3.5 e (d) Wi=5.35 (cr´ıtico).
Como observado tambe´m no caso anterior (β = 0.5) a concentrac¸a˜o de tenso˜es
positivas na regia˜o do ponto de estagnac¸a˜o e´ transferida para as paredes a jusante
para elasticidades bastante inferiores ao valor cr´ıtico, sendo que este e´ um feno´meno
puramente ela´stico e na˜o causado pelo aparecimento das instabilidades.
6.2.4.4 Diferenc¸a das tenso˜es normais
O melhor exemplo do efeito estabilizador que a adic¸a˜o do solvente implica esta´
apresentado na figura 6.19, mais corretamente, nos mapas de diferenc¸a de tenso˜es
normais aqui presentes.
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Figura 6.19: Perfil de tenso˜es normais (N1/[1.111ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas, para
para para o modelo Oldroyd-B (β=0.9) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=1.8, (c) Wi=3.5 e (d) Wi=5.35
(cr´ıtico).
As tenso˜es mais predominantes encontram-se nas paredes a jusante do ponto
de estagnac¸a˜o e aumentam em intensidade com o aumento de Wi. De resto na˜o ha´
grandes observac¸o˜es a fazer, excepto talvez o surgimento de tenso˜es muito fracas nas
paredes a jusante do ve´rtice superior esquerdo, onde os escoamentos inicialmente
chocam. Para valores de Wi mais elevados e´ poss´ıvel notar o aparecimento de
tenso˜es, quase inexistentes, nas regio˜es dos ve´rtices onde se instalam as recirculac¸o˜es,
tambe´m quase inobserva´veis.
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6.2.5 Modelo sPTT - ε = 0.02 e β = 0
Utilizando o modelo de Phan-Thien Tanner, e´ introduzido o paraˆmetro ε, que impo˜e
um limite a` extensibilidade das mole´culas no escoamento. O modelo toma em consi-
derac¸a˜o tambe´m a reofluidificac¸a˜o da viscosidade, aos contra´rio dos outros modelos
apresentados.
Inicialmente, pretendia-se simular escoamentos para os mesmos valores de β
estudados anteriormente (β = 0, 0.1, 0.5 e 0.9), impondo valores de ε de 0.02 e
0.25, para comparac¸a˜o. No entanto, como ja´ mencionado no in´ıcio deste cap´ıtulo,
observou-se que introduzindo o paraˆmetro ε, torna-se bastante mais significativo o
aumento do valor de Wi cr´ıtico com o aumento de β, tanto que, para um fluido com
ε = 0.02 e β = 0.2 o valor cr´ıtico do nu´mero de Weissenberg na˜o foi encontrado
mesmo para Wi = 120. A partir destes valores torna-se dif´ıcil a realizac¸a˜o das si-
mulac¸o˜es em tempos aceita´veis.
Sendo assim sa˜o apresentados nesta secc¸a˜o os resultados dos casos simulados
com o modelo sPTT, para os quais foi poss´ıvel identificar o valor do nu´mero de
Weissenberg cr´ıtico, nomeadamente para fluidos com ε = 0.02 e β = 0 e 0.1.
6.2.5.1 Velocidade
Foram encontradas va´rias semelhanc¸as entre os mapas de velocidade apresentados
na figura 6.20 e os do modelo UCM, sendo que os valores de Wi testados para os
fluidos UCM sa˜o bastante inferiores.
Os efeitos ela´sticos voltam a verificar-se, nomeadamente a formac¸a˜o de zonas
de recirculac¸a˜o a montante dos ve´rtices superior direito e inferior esquerdo, que
aumentam com a elasticidade do fluido e sa˜o bastante mais pronunciadas que no
modelo UCM, o que faz sentido uma vez que estamos a lidar com valores superiores
de Wi.
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Figura 6.20: Mapas da magnitude da velocidade (‖ u ‖ /U), com linhas de corrente sobrepostas, para
o modelo sPTT (ε=0.02; β=0) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=1.5, (c) Wi=3.0 e (d) Wi=4.3 (cr´ıtico).
Novamente observa-se uma ligeira separac¸a˜o dos escoamentos, um pouco mais
acentuada e bastante mais presente na entrada da bifurcac¸a˜o, sendo que volta a
ocorrer unia˜o dos escoamentos antes de se atingir o ponto de estagnac¸a˜o e a sua
a´rea tende a aumentar com Wi.
6.2.5.2 Tipo de escoamento (flowType)
Uma vez que para este caso particular foram detetadas algumas variac¸o˜es nos mapas
de ξ, que ocorrem fora do espetro vis´ıvel da geometria demonstrado nos mapas
anteriores, decidiu-se apresentar os resultados da figura 6.21 abrangendo uma maior
a´rea do cross-slot, para facilitar a compreensa˜o dos feno´menos ocorrentes.
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Figura 6.21: Mapas do paraˆmetro de tipo de escoamento (ξ), com linhas de corrente sobrepostas,
para o modelo sPTT (ε=0.02; β=0) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=1.5, (c) Wi=3 e (d) Wi=4.3 (cr´ıtico).
Tal como acontece com as velocidades, encontram-se grandes semelhanc¸as en-
tre os mapas de ξ neste caso e os mapas de fluidos UCM, na regia˜o da bifurcac¸a˜o
apesar da elasticidade mais elevada. Para valores de Wi pro´ximos do cr´ıtico e´
poss´ıvel identificar, para este caso, o aparecimento de escoamento extensional bas-
tante pronunciado a montante das entradas na bifurcac¸a˜o.
6.2.5.3 Tensa˜o de corte
Em termos de aspeto, os mapas de tensa˜o de corte neste caso na˜o diferem muito dos
resultados para fluidos UCM, no entanto, e´ poss´ıvel identificar os efeitos causados
pelas altas elasticidades apresentadas neste caso.
Como podemos ver na figura 6.22 esta˜o novamente presentes zonas de tenso˜es
de corte negativas, duas junto aos ve´rtices superior direito e inferior esquerdo, asso-
ciadas a`s crescentes recirculac¸o˜es na regia˜o. Tambe´m e´ identificada uma regia˜o de
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tenso˜es negativas na zona central da bifurcac¸a˜o, tal como nos fluido UCM, que com-
bina bem com a zona de separac¸a˜o identificada nos resultados da velocidade. Aqui
observa-se bem o efeito da elasticidade pois apesar da similaridade com o modelo
UCM as tenso˜es aqui avaliadas sa˜o bastante inferiores.
Sa˜o novamente identificadas tenso˜es de corte positivas na periferia das recir-
culac¸o˜es que tambe´m evoluem com o aumento da elasticidade.
Figura 6.22: Perfil de tenso˜es (τxy/[ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas, para o modelo
sPTT (ε=0.02; β=0) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=1.5, (c) Wi=3.0 e (d) Wi=4.3 (cr´ıtico).
Uma diferenc¸a a relatar sera´ a regia˜o do ponto de estagnac¸a˜o. Ja´ tinha sido
identificado nos casos anteriores um pico de tenso˜es positivas nesta regia˜o, provavel-
mente devido a` compressa˜o que o fluido sofre no ponto de estagnac¸a˜o. Foi observado
que, para valores de Wi > 1 este pico difundia-se pelas paredes a jusante do ponto
de estagnac¸a˜o e este feno´meno foi diretamente associado ao aumento da elasticidade,
na˜o se alterando muito com a variac¸a˜o de β. Apesar dos altos valores do nu´mero de
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Weissenberg aqui presentes este feno´meno na˜o chega a ocorrer, ou seja, e´ um efeito
direto da introduc¸a˜o do paraˆmetro ε ao escoamento.
6.2.5.4 Diferenc¸a das tenso˜es normais
Como esperado os resultados das tenso˜es normais na figura 6.23 na˜o se afastam
muito dos obtidos para os outros modelos. Mais uma vez observa-se o surgimento
de tenso˜es a jusante do ponto de estagnac¸a˜o, nas paredes a montante do ve´rtice
superior esquerdo, na periferia das recirculac¸o˜es identificadas a montante dos ve´rtices
superior direito e inferior esquerdo e tambe´m nas paredes a jusante deste ve´rtices.
Figura 6.23: Perfil de tenso˜es normais (N1/[ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas, para o
modelo sPTT (ε=0.02; β=0) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=1.5, (c) Wi=3.0 e (d) Wi=4.3 (cr´ıtico).
Os valores superiores de Wi traduzem-se em maiores regio˜es afetadas pelas
tenso˜es normais, apesar da intensidade ser bastante inferior aos valores detetados
para o modelo UCM.
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6.2.6 Modelo sPTT - ε = 0.02 e β = 0.1
Numa ana´lise final do regime estaciona´rio, foram estudados os efeitos da adic¸a˜o de
um solvente viscoso ao escoamento, para o modelo sPTT. Em sintonia com o que
ja´ foi observado, a introduc¸a˜o do paraˆmetro β parece estabilizar os efeitos causados
pela elasticidade do fluido.
6.2.6.1 Velocidade
Os elevados valores de Wi dos escoamentos simulados para este modelo sa˜o o que
chama mais a` atenc¸a˜o. Ao combinar a introduc¸a˜o do paraˆmetro ε com o aumento
de β, que ja´ se verificou influenciar o valor cr´ıtico de Wi, este nu´mero toma valores
bastante superiores, o que ja´ provou dificultar a realizac¸a˜o de simulac¸o˜es nume´ricas.
Figura 6.24: Mapas da magnitude da velocidade (‖ u ‖ /U), com linhas de corrente sobrepostas, para
o modelo sPTT (ε=0.02; β=0.1) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=7, (c) Wi=13 e (d) Wi=17.5 (cr´ıtico).
Os efeitos da introduc¸a˜o do solvente sa˜o essencialmente os ja´ observados para
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os casos do modelo Oldroyd-B, ou seja, todos os efeitos ela´sticos observados no caso
anterior ainda esta˜o presentes, apesar de menos pronunciados, como se pode ver na
figura 6.24.
Como ja´ mencionado, tanto as zonas de recirculac¸a˜o como a separac¸a˜o dos
escoamentos ainda sa˜o observa´veis mas menos predominantemente e na˜o variam
muito com elasticidade a partir de Wi = 7.
6.2.6.2 Tipo de escoamento (flowType)
Mais uma vez, os mapas de ξ sa˜o apresentados para uma maior a´rea da geometria
cross-slot, apenas para demonstrar que o feno´meno de escoamento extensional, ob-
servado nos canais de entrada no caso anterior, e´ mais um exemplo de um efeito
ela´stico do escoamento que e´ reduzido com a introduc¸a˜o do solvente.
Figura 6.25: Mapas do paraˆmetro de tipo de escoamento (ξ), com linhas de corrente sobrepostas, para
o modelo sPTT (ε=0.02; β=0.1) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=7, (c) Wi=13 e (d) Wi=17.5 (cr´ıtico).
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Tal como acontece no modelo Oldroyd-B, a introduc¸a˜o de β ajuda a estabili-
zar o escoamento. As regio˜es de escoamento extensional e rotac¸a˜o de corpo so´lido
manteˆm uma forma similar ao caso anterior (β = 0), mas mais concentradas e ho-
moge´neas. A compressa˜o ocorrente no ponto de estagnac¸a˜o parece aumentar, no
entanto.
6.2.6.3 Tensa˜o de corte
Igualmente para os mapas de tensa˜o de corte, a adic¸a˜o do solvente parece amenizar
os feno´menos ela´sticos descritos em β = 0 como pode ser observado na figura 6.26.
As zonas de tenso˜es negativas, tanto na periferia das recirculac¸o˜es como na
separac¸a˜o dos escoamentos apresentam a´reas e intensidades inferiores a`s observadas
no caso anterior. As tenso˜es positivas na periferia das recirculac¸o˜es tambe´m reduzem
em intensidade.
Figura 6.26: Perfil de tenso˜es (τxy/[1.111ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas, para o modelo
sPTT (ε=0.02; β=0.1) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=7, (c) Wi=13 e (d) Wi=17.5 (cr´ıtico).
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Em relac¸a˜o ao ponto de estagnac¸a˜o e´ poss´ıvel observar novamente que o pico de
tenso˜es positivas a´ı localizado distribui-se cada vez mais pelas paredes a jusante, com
o aumento da elasticidade. E´ bastante claro que o valor de Wi contribui diretamente
para este feno´meno, enquanto que a introduc¸a˜o do paraˆmetro ε aparenta reduzi-lo. O
solvente, no entanto, na˜o parece afetar este acontecimento, pelo menos diretamente,
pois tambe´m ja´ se observou que aumentar β permite obter escoamentos estaciona´rios
para valores de Wi superiores.
6.2.6.4 Diferenc¸a das tenso˜es normais
Finalmente, observando os resultados paraN1 na figura 6.27 e´ claro que a intensidade
das tenso˜es e´ inferior ao caso β = 0 e as a´reas afetadas parecem reduzir, no entanto
seriam necessa´rios dados adicionais para tirar concluso˜es mais assertivas. De resto
o campo de N1 e´ bastante similar ao do caso anterior.
Figura 6.27: Perfil de tenso˜es normais (N1/[ηU/H]), com linhas de corrente sobrepostas, para o
modelo sPTT (ε=0.02; β=0.1) a (a) Wi=0.1, (b) Wi=7, (c) Wi=13 e (d) Wi=17.5 (cr´ıtico).
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6.3 Regime na˜o-estaciona´rio
Apo´s uma ana´lise extensiva dos escoamentos esta´veis neste caso de estudo e, com
uma ideia bem definida dos valores de elasticidade cr´ıticos para cada modelo cons-
titutivo e ainda das respetivas caracter´ısticas do escoamento, foi poss´ıvel proceder
enta˜o ao estudo das instabilidades puramente ela´sticas que se estabelecem ao ultra-
passar este Wi cr´ıtico.
A literatura [3, 4, 5, 6, 19, 7, 8, 9, 10] demonstra que, em escoamentos pura-
mente ela´sticos, ultrapassando um certo valor de Wi o escoamento torna-se insta´vel
e dependente do tempo, sendo que os valores dos campos das varia´veis do escoa-
mento variam no tempo e, para valores pro´ximos do Wi cr´ıtico, os escoamentos
na˜o-estaciona´rios podem apresentar a forma de sinusoidais com per´ıodos e amplitu-
des bem definidas.
Nesta secc¸a˜o sera´ avaliado o comportamento de fluidos viscoela´sticos utili-
zando os modelos constitutivos UCM e Oldroyd-B (para β=0.1) em condic¸o˜es de
escoamento que correspondem a nu´meros de Weissenberg superiores ao cr´ıtico. Por
motivos de estabilidade nume´rica e limitac¸o˜es computacionais na˜o foram estudadas
as instabilidades para os restantes modelos apresentados anteriormente.
Para cada modelo selecionado sa˜o apresentados os gra´ficos de variac¸a˜o no
tempo da componente axial da velocidade adimensionalizada (ux/U) para o centro
da geometria (correspondente ao centro da bifurcac¸a˜o) e o correspondente domı´nio
da frequeˆncia real para 4 fluidos diferentes, com nu´meros de Weissenberg cada vez
maiores, comec¸ando sempre pelo fluido com valor de Wi cr´ıtico.
O objetivo e´ enta˜o avaliar a evoluc¸a˜o das oscilac¸o˜es com o aumento de Wi,
com especial atenc¸a˜o a`s frequeˆncias detetadas e a` variac¸a˜o da sua amplitude.
6.3.1 Modelo UCM
Os dados obtidos da simulac¸a˜o de escoamentos na˜o-estaciona´rios, utilizando a equac¸a˜o
constitutiva do modelo UCM, demonstram claramente o efeito da elasticidade nas
oscilac¸o˜es observadas.
As instabilidades sa˜o inicialmente identificadas neste modelo para um fluido
com o valor cr´ıtico de Wi = 1.26, ao qual corresponde, na ce´lula central da geome-
tria (x = 0; y = 0), uma velocidade axial (ux/U) com uma oscilac¸a˜o perfeitamente
perio´dica de baixa amplitude e frequeˆncia, representada na figura 6.28(a).
Ao aumentarmos o valor de Wi para 1.4 surge uma nova harmo´nica de baixa
intensidade, que ocorre ao dobro da frequeˆncia fundamental e tambe´m ha´ um ligeiro
aumento na amplitude das oscilac¸o˜es, como e´ demonstrado na figura 6.28(b).
Avanc¸ando para Wi = 1.8 as oscilac¸o˜es aumentam consideravelmente, como
demonstra a figura 6.28(c), acompanhadas de frequeˆncias bastante mais fortes, in-
cluindo o surgimento de novas altas frequeˆncias que sa˜o mu´ltiplos da frequeˆncia
fundamental.
Para Wi = 2 as instabilidades esta˜o ainda mais presentes e e´ poss´ıvel obser-
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var na figura 6.28(d) que na˜o so´ a amplitude das oscilac¸o˜es e´ bastante superior (a
componente adimensional ux/U chega a assumir valores negativos), como tambe´m
surgem novos picos de frequeˆncia e bastante mais frequeˆncias altas, todas mu´ltiplos
das frequeˆncias fundamentais.
Figura 6.28: Variac¸a˜o da componente horizontal da velocidade no centro da geometria (x = 0; y
= 0) e correspondente domı´nio da frequeˆncia para o modelo UCM a (a) Wi=1.26 (cr´ıtico), (b)
Wi=1.4, (c) Wi=1.8 e (d) Wi=2.
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Tambe´m atrave´s da ana´lise da figura 6.29, torna-se mais fa´cil compreender os
efeitos causados pela variac¸a˜o de Wi no escoamento dependente do tempo.
Figura 6.29: Variac¸a˜o das frequeˆncias dominantes e da amplitude da componente horizontal da
velocidade para o modelo UCM em func¸a˜o do nu´mero de Weissenberg.
Pode-se afirmar enta˜o que a amplitude das oscilac¸o˜es do escoamento tende a
aumentar significativamente com a crescente elasticidade do fluido.
Claramente, e´ necessa´rio aprofundar o estudo destes feno´menos, nomeada-
mente realizar mais simulac¸o˜es, tanto nesta gama de valores, como para valores de
Wi superiores, podendo assim tirar concluso˜es mais definitivas. Ha´ que ter em conta
tambe´m que, apesar do escoamento ser bidimensional, este pode tornar-se tridimen-
sional devido a`s instabilidades, pelo que seria necessa´rio realizar um estudo nume´rico
em 3D para verdadeiramente se observar o que ocorre.
6.3.1.1 Variac¸a˜o dos campos no tempo
Para o caso do escoamento mais complexo observado, correspondente ao fluido UCM
com Wi = 2, decidiu-se demonstrar o seu comportamento atrave´s do tempo apresen-
tando a variac¸a˜o dos campos de velocidade, tensa˜o e tipo de escoamento em mapas
muito semelhantes aos apresentados nos casos de regime estaciona´rio.
Na figura 6.30 e´ apresentado o gra´fico de variac¸a˜o de ux no tempo, na ce´lula
central da geometria, onde esta˜o destacados os instantes de tempo correspondentes
aos mapas das varia´veis apresentados.
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Figura 6.30: Variac¸a˜o temporal da componente horizontal da velocidade no ponto (x = 0; y = 0)
para fluido UCM com Wi=2, com instantes de tempo escolhidos para ana´lise realc¸ados.
Observando a variac¸a˜o dos campos de ‖ u ‖ /U na figura 6.31 destacam-se
duas situac¸o˜es. Aproximando do instante t = 155.5s o fluido escoa cada vez mais
pro´ximo dos ve´rtices superior direito e inferior esquerdo, enquanto que no centro da
bifurcac¸a˜o surge uma regia˜o onde a velocidade atinge valores muito pro´ximos de zero.
De notar que a componente horizontal da velocidade (ux) no centro da bifurcac¸a˜o e´
negativa para este instante, como foi observado na figura 6.30 e tambe´m desaparecem
as zonas de recirculac¸a˜o nos canais de entrada.
Avanc¸ando para o instante t = 156.5s, que corresponde a um ma´ximo de
ux, o escoamento volta ocupar toda a a´rea da geometria. Nos u´ltimos instantes o
escoamento volta a estabilizar.
Relativamente aos mapas de ξ apresentados na figura 6.32 e´ poss´ıvel detetar
o desenvolvimento de duas regio˜es de escoamento extensional, nos canais a` sa´ıda
da bifurcac¸a˜o, aproximando do instante t = 155.5s. Seguidamente, no instante
t = 156.5s domina o escoamento extensional dentro da bifurcac¸a˜o, sendo que a seguir
tambe´m estabiliza e o mapa torna-se progressivamente semelhante ao observado no
regime estaciona´rio.
Os campos de tensa˜o de corte apresentados na figura 6.33 facilitam bastante
na compreensa˜o destes feno´menos insta´veis. E´ observa´vel uma crescente acumulac¸a˜o
de tenso˜es negativas em toda a regia˜o da bifurcac¸a˜o e especialmente tenso˜es positivas
na periferia das zonas de recirculac¸a˜o, cada vez mais concentradas e mais pro´ximas
da bifurcac¸a˜o, ate´ ser atingido o instante t = 155.5s, a partir do qual desaparecem
juntamente com as recirculac¸o˜es. Para o instante de velocidade ma´xima (t = 156.5s)
existe apenas uma regia˜o larga de tenso˜es negativas no centro da geometria e a partir
deste instante novamente observa-se uma estabilizac¸a˜o do escoamento.
Comparativamente aos outros, o campo de N1 na˜o sofre grandes alterac¸o˜es no
tempo. Como em muitos dos casos em regime estaciona´rio sa˜o identificadas zonas
de tenso˜es junto a`s paredes da geometria e tambe´m na periferia das recirculac¸o˜es
que aumentam em intensidade ate´ ser atingido o instante t = 156s onde ja´ so´ sa˜o
identificadas tenso˜es numa das paredes de cada canal de sa´ıda.
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(a) t=154 s (b) t=154.5 s
(c) t=155 s (d) t=155.5 s
(e) t=156 s (f) 156.5 s
(g) t=157 s (h) t=157.5 s
(i) t=158 s (j) t=158.5 s
Figura 6.31: Variac¸a˜o do mapa de ‖ u ‖ /U ao longo do tempo, para o modelo UCM a Wi=2.
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(a) t=154 s (b) t=154.5 s
(c) t=155 s (d) t=155.5 s
(e) t=156 s (f) 156.5 s
(g) t=157 s (h) t=157.5 s
(i) t=158 s (j) t=158.5 s
Figura 6.32: Variac¸a˜o do mapa de (ξ) ao longo do tempo, para o modelo UCM a Wi=2.
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(a) t=154 s (b) t=154.5 s
(c) t=155 s (d) t=155.5 s
(e) t=156 s (f) 156.5 s
(g) t=157 s (h) t=157.5 s
(i) t=158 s (j) t=158.5 s
Figura 6.33: Variac¸a˜o do mapa de τxy/[ηU/H] ao longo do tempo, para modelo UCM a Wi=2
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(a) t=154 s (b) t=154.5 s
(c) t=155 s (d) t=155.5 s
(e) t=156 s (f) 156.5 s
(g) t=157 s (h) t=157.5 s
(i) t=158 s (j) t=158.5 s
Figura 6.34: Variac¸a˜o do mapa de N1/[ηU/H] ao longo do tempo, para o modelo UCM a Wi=2
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6.3.2 Modelo Oldroyd-B - β = 0.1
A ana´lise dos escoamentos em regime estaciona´rio ja´ nos mostrou que a introduc¸a˜o
de um solvente viscoso tem um papel estabilizador em quase todos os efeitos pro-
vocados pela elasticidade do fluido. Como era esperado, o mesmo ocorre em regime
na˜o-estaciona´rio, notando-se uma acentuada reduc¸a˜o das oscilac¸o˜es para valores de
elasticidade muito pro´ximos dos apresentados para o modelo UCM.
Relativamente ao primeiro caso, onde comec¸am as instabilidades (Wi = 1.625),
sa˜o novamente apresentados os gra´ficos de variac¸a˜o de ux/U e o correspondente
domı´nio de frequeˆncias na figura 6.35(a). Aqui podem ser identificadas duas frequeˆn-
cias, sendo que uma e´ harmo´nica e o dobro da frequeˆncia fundamental e em termos
de amplitude existem semelhanc¸as com os valores correspondentes de Wi no modelo
UCM.
A figura 6.35(b) mostra os mesmos resultados para Wi = 1.7. Curiosamente,
o aumento de Wi causa uma ligeira reduc¸a˜o na amplitude das oscilac¸o˜es, ou seja,
e´ o primeira caso em que a amplitude diminui com o aumento da elasticidade. Em
relac¸a˜o ao domı´nio de frequeˆncias a u´nica alterac¸a˜o vis´ıvel e´ a reduc¸a˜o da poteˆncia.
Ao aumentarmos o nu´mero de Weissenberg para 1.8 ja´ e´ nota´vel, na figura
6.35(c) um aumento nas instabilidades do escoamento, no entanto, nada compara´vel
a`s oscilac¸o˜es observadas no modelo UCM, para um fluido com a mesma elasticidade.
E´ aqui que se verifica novamente o efeito estabilizador que a introduc¸a˜o do paraˆmetro
β tem no escoamento. No domı´nio de frequeˆncia surgem novas harmo´nicas que sa˜o
mu´ltiplos da frequeˆncia fundamental e tambe´m uma sub-harmo´nica que e´ metade
da fundamental. Novamente vemos um aumento na amplitude das oscilac¸o˜es com a
elasticidade.
No u´ltimo caso e´ poss´ıvel ver na figura 6.35(d) que, apesar do aumento de Wi
para 2, na˜o sa˜o observa´veis grandes alterac¸o˜es no gra´fico de variac¸a˜o temporal de
ux/U . No entanto, a amplitude das oscilac¸o˜es de facto aumenta e surgem tambe´m
novas frequeˆncias fortes.
Resumidamente, a introduc¸a˜o do solvente Newtoniano estabiliza os feno´menos
ela´sticos ocorrentes e na˜o so´ no regime estaciona´rio. Como podemos ver, para valores
ideˆnticos de Wi, sa˜o bastante mais pronunciadas as oscilac¸o˜es no modelo UCM do
que no modelo Oldroyd-B (β = 0.1) e sa˜o identificadas mais harmo´nicas.
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Figura 6.35: Variac¸a˜o da componente horizontal da velocidade no ponto (x = 0; y = 0) e corres-
pondente domı´nio da frequeˆncia para o modelo Oldroyd-B (β=0.1) a (a) Wi=1.625 (cr´ıtico), (b)
Wi=1.7, (c) Wi=1.8 e (d) Wi=2.
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Figura 6.36: Variac¸a˜o das frequeˆncias dominantes e da amplitude da componente horizontal da
velocidade para o modelo Oldroyd-B (β = 0.1) em func¸a˜o do nu´mero de Weissenberg.
A figura 6.36 mostra-nos como a amplitude das oscilac¸o˜es tende novamente
a aumentar com a elasticidade, com um pequeno desvio, apesar de atingir valores
muito mais reduzidos que no modelo UCM.
6.3.3 Oldroyd-B - β = 0.5
Aumentando o paraˆmetro β, torna-se mais evidente a reduc¸a˜o dos efeitos ela´sticos.
Para o valor cr´ıtico de Weissenberg (Wi = 2.05) a amplitude das oscilac¸o˜es
e´ bastante baixa, como se observa na figura 6.37(a) e no domı´nio de frequeˆncia e´
identificada apenas uma harmo´nica.
Quando aumentamos o nu´mero de Weissenberg para valores de Wi = 2.1, 2.2 e
2.3 a amplitude das oscilac¸o˜es aumenta insignificativamente e e´ bastante inferior aos
valores obtidos para os modelos UCM e Oldroyd-B (β = 0.1). A cada uma destas
3 diferentes elasticidades corresponde uma ha´rmonica de frequeˆncia adimensional
relativamente igual, representada nas figuras 6.37(b), (c) e (d).
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Figura 6.37: Variac¸a˜o da componente horizontal da velocidade no ponto (x = 0; y = 0) e corres-
pondente domı´nio da frequeˆncia para o modelo Oldroyd-B (β=0.5) a (a) Wi=2.05 (cr´ıtico), (b)
Wi=2.1, (c) Wi=2.2 e (d) Wi=2.3.
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Figura 6.38: Variac¸a˜o das frequeˆncias dominantes e da amplitude da componente horizontal da
velocidade para o modelo Oldroyd-B (β = 0.5) em func¸a˜o do nu´mero de Weissenberg.
Como ja´ referido e pode ser observado na figura 6.38 a amplitude aumenta
novamente com a elasticidade apesar de, tal como no caso anterior, o solvente re-
duzir significativamente estes valores. Quanto ao comportamento das frequeˆncias
fundamentais com a elasticidade, esse ainda e´ uma inco´gnita.
Neste caso, grande parte dos efeitos ela´sticos e´ neutralizada e seria necessa´rio
avaliar escoamentos com valores de Wi superiores de modo a descobrir se o escoa-
mento complexo observado no modelo UCM (para Wi = 1.8 e 2) existe e pode ser
simulado para fluidos Oldroyd-B.
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Cap´ıtulo 7
Concluso˜es
O presente estudo iniciou-se com o intuito de avaliar feno´menos puramente ela´sticos
em escoamentos de fluidos viscoela´sticos numa micro bifurcac¸a˜o cross-slot, com uma
configurac¸a˜o de entradas de caudal em canais adjacentes, o que difere do caso mais
comum da literatura em que o escoamento entra em canais opostos.
O objetivo principal seria avaliar o escoamento de fluidos com progressiva-
mente maior elasticidade de modo a descobrir as caracter´ısticas destes escoamentos
e verificar se ocorrem os dois tipos de instabilidades previamente reportadas desco-
brindo os valores cr´ıticos de elasticidade a partir dos quais estes feno´menos ocorrem.
Foi efetuada uma ana´lise nume´rica com os modelos constitutivos UCM, Oldroyd-B e
sPTT, de modo a analisar tambe´m qual o efeito que a adic¸a˜o de um solvente viscoso
ou a imposic¸a˜o de um limite extensional molecular possam ter nestas instabilidades
e no comportamento geral do escoamento.
Relativamente a` primeira instabilidade reportada na literatura [3, 4], uma
transic¸a˜o de escoamento estaciona´rio sime´trico para escoamento estaciona´rio as-
sime´trico, esta na˜o foi observada em nenhum dos resultados obtidos. Isto pode ser
explicado tomando como va´lida a analogia efetuada por Poole et al. [4], que cara-
teriza a assimetria ocorrente no seu estudo (bifurcac¸a˜o cross-slot t´ıpica) como uma
resposta do escoamento a` natureza altamente compressiva imposta nas part´ıculas
a montante do ponto de estagnac¸a˜o, comparando-a ao sucedido nos feno´menos de
”buckling” observados em vigas e jatos de fluidos viscosos. Uma vez que a confi-
gurac¸a˜o de caudais de entrada e´ alterada para o escoamento neste estudo, o ponto
de estagnac¸a˜o ja´ na˜o corresponde ao centro geome´trico da bifurcac¸a˜o, deslocando-se
para o ve´rtice inferior direito. Apesar de ainda existir um escoamento altamente
compress´ıvel a montante do ponto de estagnac¸a˜o, o escoamento passa a ser do tipo
corte (shear) a jusante deste ponto e na˜o se chega a instalar nenhum escoamento
assime´trico esta´vel.
Quanto a` segunda instabilidade, referente a` transic¸a˜o do escoamento de regime
estaciona´rio para escoamento dependente do tempo (oscilato´rio), esta foi detetada
para todos os modelos testados e o valor cr´ıtico do nu´mero de Weissenberg para o
qual surge este feno´meno variou consideravelmente de modelo para modelo.
Analisando o comportamento dos escoamentos antes de surgirem instabilida-
des foi poss´ıvel observar certas anomalias de natureza ela´stica. O aumento de Wi
no modelo UCM traduziu-se no surgimento de recirculac¸o˜es nos brac¸os de entrada,
um aumento da separac¸a˜o dos escoamentos no centro da bifurcac¸a˜o, como tambe´m
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o surgimento de elevadas tenso˜es de corte negativas nesta regia˜o. Na zona do ponto
de estagnac¸a˜o foram tambe´m detetadas altas tenso˜es de corte positivas relacionadas
com elevadas taxas de deformac¸a˜o. A introduc¸a˜o do solvente viscoso com o modelo
Oldroyd-B provou ter um efeito estabilizador, na˜o so´ nos efeitos ela´stico relatados
mas tambe´m no surgimento de instabilidades, uma vez que o valor cr´ıtico do nu´mero
de Weissenberg tende a aumentar com o aumento de β. Certos feno´menos, como a
difusa˜o das tenso˜es positivas atrave´s das paredes a jusante do ponto de estagnac¸a˜o,
aumentam com a elasticidade mas na˜o sa˜o afetadas pelo solvente, pelo menos direta-
mente, uma vez que este possibilita escoamentos esta´veis para maiores elasticidades.
A introduc¸a˜o do paraˆmetro ε com o modelo sPTT, causou uma diminuic¸a˜o bastante
mais acentuada nos efeitos ela´sticos, especialmente no surgimento de instabilida-
des, sendo que o Wi toma valores bastante mais elevados. Simulac¸o˜es efetuadas
com ε = 0.02, β = 0.2 e Wi = 100 demonstraram escoamentos estaciona´rios, pelo
que as limitac¸o˜es computacionais impediram a continuac¸a˜o do estudo para valores
superiores de ε.
Para trabalhos futuros e´ aconselha´vel uma investigac¸a˜o mais profunda da pre-
sente configurac¸a˜o utilizando o modelo sPTT, de modo a finalizar os gra´ficos de
estabilidade deste estudo que esta˜o, de facto, incompletos.
Analisando tambe´m os escoamentos em regime na˜o-estaciona´rio, observou-
se no caso do modelo UCM que para valores de Wi pro´ximos do valor cr´ıtico as
oscilac¸o˜es do escoamento sa˜o harmo´nicas com frequeˆncias bem definidas e que o
aumento da elasticidade implica o surgimento de mais frequeˆncias e maiores am-
plitudes das oscilac¸o˜es, tornando o escoamento muito mais complexo. Novamente
vemos que a introduc¸a˜o de um solvente viscoso tem um papel estabilizador, sendo
que as oscilac¸o˜es sa˜o mais reduzidas para valores semelhantes de Wi.
No futuro seria tambe´m aconselha´vel um estudo mais intensivo do regime
na˜o-estaciona´rio, para valores superiores de Wi, podendo assim ter uma melhor
compreensa˜o de como a amplitude e as frequeˆncias destas oscilac¸o˜es variam com Wi
e tambe´m para geometrias tridimensionais.
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